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Kurzfassung
Die O-Axis-Elektronenholographie ist eine interferometrische Methode zur experimentellen Bestim-
mung von relativen Phasenschiebungen einer Elektronenwelle. Der Zugang zu diesen Phasenschiebungen
ermöglicht z.B. die Bestimmung von intrinsischen elektrischen und magnetischen Feldern eines Ob-
jektes im Nanometerbereich. Für eine quantitative Interpretation der Resultate ist die Kenntnis des
Rauschens der holographisch rekonstruierten Gröÿen von hoher Bedeutung. In dieser Arbeit wird ein
allgemeiner Formalismus abgeleitet, der den Rauschtransfer vom detektierten Hologramm in die rekon-
struierten Amplituden- und Phasenbilder beschreibt. Anhand zielgerichteter Experimente wird dieser
Formalismus unter Berücksichtigung von gemessenen Rauscheigenschaften des Detektors veriziert. Im
Zuge dessen wird eine experimentelle Methode entwickelt, die es erlaubt, durch Serienaufnahmen und
Mittelungsprozeduren das Signal-zu-Rauschverhältnis in den holographischen Resultaten bei gleich-
bleibender Ortsauösung erheblich zu verbessern. Daran knüpft sich eine Vielzahl von Anwendungen
an, welche in dieser Arbeit in Auszügen aufgeführt werden. Die Grundlage für all diese Experimente be-
steht in den Welleneigenschaften des Elektrons, welche in der Interferenzfähigkeit (Kohärenz) des Elek-
trons zum Ausdruck kommen. Elektronen, welche unelastisch an einem Objekt streuen, verlieren diese
Eigenschaft und es stellt sich die Frage, ob aus diesem Verlust zusätzliche Informationen über den Streu-
prozess bzw. über das Objekt selbst gewonnen werden können. Eine Gröÿe, die neben der Intensität
auch die Kohärenz der Elektronen beschreibt, ist die reduzierte Dichtematrix. Das motiviert, die Metho-
de der O-Axis-Elektronenholographie in der Sprache der Dichtematrizen zu formulieren und eine all-
gemeine Übertragungstheorie für ein holographiefähiges Transmissionselektronenmikroskop abzuleiten.
Diese Theorie umfasst alle bisher bekannten Phänomene im Rahmen der Elektronenholographie und
bietet darüber hinaus neue instrumentelle Ansätze zur Optimierung des Signal-zu-Rausch-Verhältnisses
und zur Überwindung auösungsbegrenzender Aberrationen. Vor diesem Hintergrund wird weiterhin
die Kohärenz von Elektronen mittels energiegelterter O-Axis-Elektronenholographie untersucht, wel-
che unelastisch an Siliziumoberächen streuen und charakteristische Oberächenplasmonen anregen.
Für die Interpretation der Resultate werden zwei Modelle für die Dekohärenz des Elektrons infolge der
Wechselwirkung mit einer Objektoberäche entwickelt und unter Berücksichtigung der Aberrationen
des Energielters mit dem Experiment verglichen.
Abstract
O-axis electron holography provides access to the relative phase shift of an electron wave and allows the
experimental determination of intrinsic electric and magnetic elds within an object at nanometre scale.
A quantitative interpretation of the results requires the knowledge about the noise in the reconstructed
data. In this work, a general formalism is derived describing the transfer of noise from an experimental
hologram into reconstructed amplitude and phase images. Concerted experiments verify this formalism
under consideration of measured noise properties of the detector. In this frame, a method based on
series acquisition and averaging is developed to improve signicantly the signal-to-noise ratio of the
reconstructed amplitude and phase images at constant spatial resolution. The usefulnes of this method
is demonstrated by selected experimental examples from the materials sciences. The capability to
show interference, i.e. to be coherent, is a consequence of the electron's wave nature and provides the
fundament for all applications of electron holography. By inelastic interaction with the object, the
electron loses coherence and the question comes up, whether this loss mechanism contains additional
information about the scattering process or even about the object itself. The reduced density matrix
is introduced as a suitable quantity describing both intensity and coherence of scattered electrons.
That motivates to formulate o-axis electron holography in the language of density matrices and
to derive a general transfer theory for this quantity in a holography-dedicated transmission electron
microscope. This theory reproduces all known phenomena related to o-axis electron holography and
provides new instrumental approaches to improve the signal-to-noise ratio and to overcome resolution
limiting aberrations. In this context, the coherence of electrons, which are inelastically scattered by
silicon surfaces and have excited characteristic surface plasmons, is investigated by energy-ltered
electron holography. For the interpretation of the experimental results, two models are developed
for the decoherence of the electron by interaction with an object surface and are compared to the
experiment under consideration of the aberrations of the energy-lter.
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Einführung
Seit der Entdeckung der Wellennatur des Elektrons in den ersten Jahrzehnten des 20. Jahrhunderts be-
geistern die Quanteneigenschaften dieses Elementarteilchens Generationen von Wissenschaftlern. Nicht
umsonst kürte eine Leserumfrage der Zeitschrift Physics World aus dem Jahre 2002 das Beugungs-
experiment von Elektronen am Doppelspalt [Jönsson 1961] zum schönsten Experiment aller Zeiten,
vor den historischen Experimenten von Galilei, Millikan und Newton. Dieses fundamentale Experi-
ment wurde von C. Jönsson im Rahmen einer Doktorarbeit bei G. Möllenstedt an der Eberhard
Karls Universität Tübingen durchgeführt. G. Möllenstedt ist der Ernder des nach ihm benannten
Elektronen-Biprismas [Möllenstedt 1956], das für diese Arbeit von essenzieller Bedeutung ist. Mit die-
sem Biprisma können Elektronenwellen gezielt miteinander zur Überlagerung gebracht werden, so dass
sie interferieren können. Damit ist es möglich, im Rahmen der O-Axis-Elektronenholographie, Phasen-
verschiebungen innerhalb von Elektronenwellen interferometrisch zu vermessen und somit das Phasen-
problem im Bereich der Elektronenstreuung zu lösen.
Im Rahmen dieser Arbeit werden sowohl methodische als auch grundlegende Untersuchungen zur O-
Axis-Elektronenholographie vorgestellt. Dabei stehen zwei Hauptschwerpunkte im Vordergrund: Zum
einen besteht das Ziel, das experimentell bedingte Rauschen in den holographisch rekonstruierten
Amplituden- und Phasenbildern in Abhängigkeit von den Transfereigenschaften des Detektions- und
Rekonstruktionsprozesses zu bestimmen. Daran knüpfen sich methodische Entwicklungen zur Redukti-
on des Rauschens und Anwendungen im Grenzbereich der holographischen Signalauösung an. Zum an-
deren wird die grundlegende Frage thematisiert, inwieweit der Streu- und Messprozess die Interferenz-
fähigkeit (Kohärenz) von Elektronen beeinusst. In diesem Kontext werden theoretische Grundlagen
und methodische Entwicklungen zur experimentellen Bestimmung der Kohärenzeigenschaften von Elek-
tronen mittels O-Axis-Elektronenholographie erarbeitet. Der Titel dieser Arbeit O-Axis Elektronen-
holographie elastisch und unelastisch gestreuter Elektronen bringt diese beiden Hauptschwerpunkte
zum Ausdruck: Elastisch bezieht sich dabei auf methodische Aspekte der konventionellen Elektronen-
holographie. Unelastisch umfasst alle hier behandelten Aspekte zur Interferenzfähigkeit gestreuter
Elektronen, die über die gängigen Anwendungen der O-Axis-Elektronenholographie hinausgehen.
1
2 EINFÜHRUNG
Das erste Kapitel dient der Einführung in die Transmissionselektronenmikroskopie, welche die experi-
mentelle Ausgangssituation für die O-Axis-Elektronenholographie darstellt. Ferner wird die Funktion
eines Energielters zur Separation von Elektronen mit unterschiedlicher kinetischer Energie erläutert.
Dieses Instrument kommt für die experimentelle Untersuchung der Interferenzfähigkeit von unelastisch
gestreuten Elektronen zur Anwendung. Weiterhin werden die Grundzüge der konventionellen O-Axis-
Elektronenholographie zur Rekonstruktion von Amplitude und Phase elastisch gestreuter Elektronen-
wellen einführend im Hinblick auf die folgenden Kapitel behandelt.
Im zweiten Kapitel wird der Rauschtransfer durch den holographischen Rekonstruktionsprozess für
allgemeine Rekonstruktionsaperturen abgeleitet und experimentell veriziert. Für die experimentelle
Verikation sind einerseits der Rauschtransfer durch den Detektionsprozess einer CCD-Kamera und
andererseits die experimentelle Bestimmung des Rauschens in den rekonstruierten Amplituden- und
Phasenbildern von vordergründiger Bedeutung. Ersteres motiviert die Formulierung eines einfachen
Rauschmodells, welches die detektierten Intensitäten mit den vorliegenden Kovarianzen unter Berück-
sichtigung der Rauschtransfereigenschaften des Detektors in hinreichend guter Näherung verknüpft.
Letzteres führt zu systematischen Hologrammserienaufnahmen als Grundlage für die experimentelle
Bestimmung der Mittelwerte und Kovarianzen der rekonstruierten Gröÿen. In diesem Zusammenhang
kommen Methoden zur Reduktion experimentell bedingter systematischer Fehler zum Einsatz, welche
z.T. in dieser Arbeit weiterentwickelt wurden.
Als Nebenprodukt der grundsätzlichen Überlegungen aus dem zweiten Kapitel steht eine Mittelungs-
prozedur zur Verfügung, die es ermöglicht, die Signalauösung in den Amplituden- und Phasen-
bildern bei gleichbleibender Ortsauösung erheblich zu verbessern. Im dritten Kapitel soll in die-
sem Sinne eine Auswahl interessanter Anwendungen der konventionellen Elektronenholographie, z.T.
im Grenzbereich der holographischen Nachweisbarkeit, vorgestellt werden. Dabei handelt es sich um
materialwissenschaftliche Fragestellungen zu ferromagnetischen Dünnschichten sowie ferroelektrischen
Domänengrenzen und Dünnschichten.
Das vierte Kapitel Intensität und Kohärenz beschäftigt sich mit dem Einuss der Streuung an einem
Objekt und des anschlieÿenden Messprozesses auf die Interferenzfähigkeit der gestreuten Elektronen.
Anhand von vereinfachten Beispielen wird die Nützlichkeit des Dichtematrix-Formalismus zur Be-
schreibung gemischter und reiner Zustände und damit zur Erfassung von Intensität und Kohärenz
in einer geschlossenen Gröÿe veranschaulicht. Die Intensität ist dabei durch die Diagonalelemente
und die Kohärenz durch die Nebendiagonalelemente der Dichtematrix gegeben. Begriich werden
die Kohärenzeigenschaften eines einzelnen Elektrons (Zustandskohärenz) und des Elektronenstrahl-
ensembles (Ensemblekohärenz) getrennt. Beide Phänomene beeinussen die Kohärenzmessungen auf
unterschiedliche Weise. Die Zustandskohärenz wird im Wesentlichen durch unelastische Streuung ei-
nes Elektrons am Objekt reduziert. Dieser Streuprozess wird in dieser Arbeit im Rahmen der ers-
ten Born'schen Näherung diskutiert. Die Ensemblekohärenz wird durch die Transfereigenschaften des
Mikroskops und der partiellen Kohärenz der Beleuchtung bestimmt. Das Zusammenspiel von Zustands-
und Ensemblekohärenz ist i.A. komplex und wird im Rahmen einer in dieser Arbeit verallgemeinerten
Übertragungstheorie für Dichtematrizen konkretisiert. Darauf aufbauend wird die Theorie zur Gene-
ration von Interferenzen mittels Möllenstedt'schen Biprismas allgemein abgeleitet. Spezialfälle, welche
für diese Arbeit relevant sind, werden in diesem Kontext diskutiert. Weiterhin werden aus dem allge-
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meinen Formalismus Bedingungen abgeleitet, unter denen es möglich ist, die Nebendiagonalelemente
der Dichtematrix direkt zu bestimmen. Damit ist die O-Axis-Elektronenholographie nicht nur eine
Methode zur Lösung des Phasenproblems, sondern auch zur Rekonstruktion der reduzierten Dichte-
matrix gestreuter Elektronen. Weiterhin bietet diese verallgemeinerte Sichtweise neue Ansätze für die
konventionelle Elektronenholographie mit möglichen Anwendungen von der Optimierung des Signal-
zu-Rauschverhältnisses bis hin zur Korrektur inkohärenter Aberrationen.
Das fünfte und letzte Kapitel dieser Arbeit ist den angefertigten experimentellen Untersuchungen zu
den Kohärenzeigenschaften unelastisch gestreuter Elektronen gewidmet. Nach einem Überblick über die
relevanten bisherigen Ergebnisse wird die experimentelle Methodik zur Aufzeichnung energiegelterter
Interferenzmuster vorgestellt. Weiterhin wird ein entwickeltes Verfahren zur Extraktion der Neben-
diagonalelemente und damit der Kohärenzeigenschaften aus den gemessenen Daten erläutert. Die
Untersuchung der Kohärenzeigenschaften der Elektronen nach rein unelastischer Wechselwirkung mit
dem Objekt wird anhand einer speziellen Objektgeometrie durchgeführt. Dabei laufen die Elektronen
parallel zu einer metallischen Oberäche im objektfreien Raum. Infolge der Coulombwechselwirkung
zwischen den Strahlelektronen und dem Objekt kommt es zu unelastischen Anregungen (aloof beam
excitations). Es stellt sich die Frage, inwieweit spezische Anregungen, wie z.B. von Oberächen-
plasmonen die Kohärenz der gestreuten Elektronen beeinussen. Um dies zu klären, wird der Kohärenz-
grad in Abhängigkeit vom Energieverlust und vom Abstand zur Oberäche für verschiedene Objekte
vermessen. Für die Interpretation der experimentellen Ergebnisse werden Simulationsrechnungen für
zwei verschiedene Streumodelle unter zusätzlicher Berücksichtigung der Aberrationen des Energielters
durchgeführt.
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Notation
Notation
~R ... 3D Positionsvektor im Ortsraum
~r ... 2D Positionsvektor im Ortsraum (x,y) senkrecht zur optischen Achse (z-Achse)
~Q ... 3D Positionsvektor im Fourierraum
~q ... 2D Positionsvektor im Fourierraum (qx,qy) senkrecht zur optischen Achse (qz)
~k ... Wellenvektor der ebenen Welle, die das Elektron beschreibt
~k⊥ ... Komponentenvektor von ~k senkrecht zur optischen Achse
~k‖ ... Komponentenvektor von ~k parallel zur optischen Achse
~d ... holographische Überlagerungsweite
SP ... Spur-Operation
FT ... Fouriertransformation
f(~r) ... Funktion in Ortsraumdarstellung
f(~q) ... Funktion in Fourierdarstellung
ρ(~r, ~r ′) ... Ortsraumdichtematrix
ρ(~r) ... Diagonalelemente der Ortsraumdichtematrix
ρ(~q, ~q ′) ... Fourierraumdichtematrix
ρ(~q) ... Diagonalelemente der Fourierraumdichtematrix
Konstanten
k0 ... Wellenzahl
E0 ... kinetische Energie der Elektronen
UB ... Beschleunigungspannung
σ ... Wechselwirkungskonstante
~qc ... Trägerfrequenz des Interferenzmusters im Hologramm
Cc ... Koezient des chromatischen Fehlers
Cs ... Önungsfehlerkoezient
b ... Abstand Biprisma - Bildebene
bo ... Abstand Biprisma - Bildebene bezogen auf die Objektebene
D ... Breite des Biprismas
Do ... Breite des Biprismas bezogen auf die Objektebene
FOV ... Gesichtsfeld
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Funktionen
CSRhomo ... Kovarianz-zu-Signal-Verhältnis bei homogener Beleuchtung
DOS ... Zustandsdichte
Ec ... chromatische Enveloppe
Es ... räumliche Enveloppe
MTF ... Modulationstransferfunktion
NSF ... Rauschverwaschungsfunktion
iNSF ... integrierte Rauschverwaschungsfunktion
PSF ... Punktverwaschungsfunktion
SB ... Schlitzblendenfunktion
SD ... Schlitzblendendekohärenzfunktion
TCC ... Transmissions-Kreuz-Koezient
TCCholo ... holographischer TCC
WTF ... Wellentransferfunktion
Kapitel 1
Grundlagen der O-Axis
Elektronenholographie
Wäre es möglich, die Wellenfunktion eines einzelnen Elektrons durch eine Messung desselben vollstän-
dig zu bestimmen, gäbe es keinen Anlass für diese Arbeit. Jedoch führt die Ortsbestimmung eines
Elektrons zum Verlust seiner Welleneigenschaft. Dieser Prozess wird als Dekohärenz bezeichnet und
zerstört das, was Ziel der Messung ist. Die einzige Möglichkeit, dem Ziel nahezukommen, besteht darin,
diesen Messprozess so oft wie möglich zu wiederholen, um auf statistische Weise die Ortsaufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte zu rekonstruieren. Das geschieht praktisch in einem Transmissionselektronen-
mikroskop, welches die Grundinstrumentierung dieser Arbeit darstellt und im ersten Abschnitt erläu-
tert wird. Das Problem dabei ist, dass diese Wiederholungen nur näherungsweise durchführbar sind,
da stets ein Ensemble von Elektronen mit endlicher Energie- und Impulsbreite vorliegt. Somit sind
identische Ausgangszustände für Elektronen prinzipiell nicht realisierbar. Diese Tatsache führt dazu,
dass die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte nur mit endlicher Auösung rekonstruiert werden kann.
Aber selbst, wenn die Energie- und Impulsbreiten gegen null gehen, ist es nicht möglich, die Wellen-
funktion auf diesem Weg zu bestimmen, da die Phaseninformation durch die Messung dennoch zerstört
wird. Der Ausweg besteht in einer interferometrischen Methode zur Rekonstruktion der Phasen, wel-
che durch die O-Axis-Elektronenholographie gegeben ist. Diese Methode wird im darauolgenden
Abschnitt eingeführt und bildet die Grundlage aller Experimente in dieser Arbeit.
1.1 Einführung in die Transmissionselektronenmikroskopie
Der menschliche Drang zur Erforschung des Kleinsten, nicht mehr Sichtbaren ist nach wie vor die trei-
bende Kraft für die Entwicklung von Methoden, um die physikalisch limitierenden Grenzen der experi-
mentellen Nachweisbarkeit zu überwinden. Da die Welt in Nanometerdimensionen durch menschliche
Intuition und Sinne allein nicht fassbar ist, sind wir auf Hilfsmittel angewiesen, die im Grunde darauf
beruhen, dass ein unbekanntes Objekt Signalen bekannter Art ausgesetzt wird. Durch Wechselwirkung
mit dem Objekt wird dem Signal eine irgendwie geartete Modulation aufgeprägt. Diese kann als charak-
teristisch betrachtet werden, sofern die signaleigenen Variationen klein gegenüber den objektbedingten
Modulationen sind. Beispielsweise kann eine Linse einen mathematischen Punkt nicht in einen solchen
abbilden, da stets Beugungseekte an den Rändern der Linse zu einer Verwaschung der Information
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in der Gröÿenordnung der Wellenlänge des Signals führen. Folglich sind nur zwei Punkte voneinander
unterscheidbar, wenn diese Verwaschung klein gegenüber dem Abstand der beiden ist. Das ist konkret
durch das Abbe-Kriterium formuliert:
dmin = 0.61
λ
sinα
. (1.1)
Daraus ergibt sich für die lokale atomare Strukturaufklärung, dass die Wellenlänge der Strahlung im
Sub-Ångström-Bereich liegen muss. Lichtmikroskopische Ansätze scheitern an diesem Kriterium und
die Verwendung von Röntgenstrahlen ist trotz erstaunlicher Entwicklungen [Snigirev 1996], welche
heutzutage zu lateralen Auösungen von bis zu 5 nm führen [Schroer 2008], für die Abbildung atoma-
rer Strukturen noch nicht geeignet. E. Ruska und M. Knoll konstruierten im Jahre 1932 erstmalig ein
Transmissionselektronenmikroskop und realisierten damit ein Auösungsvermögen weit unterhalb des
optischen Bereichs [Knoll 1932]. Die Dualität von Wellen- und Teilcheneigenschaften des Elektrons im-
pliziert, dass dem Elektron eine Wellenlänge zugeordnet werden kann, die von seiner kinetischen Energie
abhängt [de Broglie 1924]. Somit ist es zunächst nur eine Frage der Beschleunigung des Elektronen-
strahls, um das prinzipielle, durch Beugung begrenzte Auösungsvermögen auf sub-atomare Werte zu
verbessern. Allerdings zeigt sich, dass vor allem durch apparative Unvollkommenheiten bedingte Linsen-
fehler die Auösung verschlechtern. Hinzukommt, dass nach dem Scherzer-Theorem [Scherzer 1936] in
einem elektronenoptischen System der Önungsfehler mittels magnetischer Rundlinsen, welche statisch
betrieben werden und einen ladungsfreien Raum durchsetzen, nicht korrigiert werden kann. Somit
verbleibt der Önungsfehler als auösungsbegrenzender Bildfehler. Für einen gegebenen Önungs-
fehlerkoezienten Cs ergibt sich die bestmögliche Punktauösung dP nach [Scherzer 1949]:
dP = 0.4
4
√
Csλ3. (1.2)
Durch geeignete Polschuhkonstruktionen kann der Önungsfehler (sowie der Farbfehler) der magne-
tischen Objektivlinse lediglich minimiert werden [Mulvey 1969]. Eine Punktauösung von 1 Å ist
aufgrund dessen nur für Elektronenenergien im technisch sehr aufwendigen MeV-Bereich realisier-
bar [Isoda 1991, Phillipp 1994]. Mittels Elektronenholographie ist es jedoch möglich, aufgrund der
Verfügbarkeit der vollständigen Elektronenwelle den Önungsfehler a posteriori numerisch zu korrigie-
ren [Gabor 1948], so dass auch mit moderaten Beschleunigungsspannungen die Realisierung atomarer
Punktauösung erreicht werden konnte [Lichte 1986]. Weitere instrumentelle Verbesserungen ermög-
lichen den Bau von Önungsfehler-Korrektiven, welche aufgrund gezielter Brechung der Rotations-
symmetrie die sphärische Aberration kompensieren. Für TEM und STEM haben sich dafür Kombina-
tionen von Hexapol- und Rundlinsen [Haider 1998] bzw. Oktupol- und Quadrupollinsen [Krivanek 1999]
durchgesetzt. Auösungsbegrenzend ist nun der chromatische Fehler, welcher durch die endliche Ener-
giebreite des Elektronenstrahls und der Energiedispersion der Objektivlinse zustande kommt. Weiterhin
besteht die Absicht, immer gröÿere Gesichtsfelder abzubilden, so dass auch die Korrektur auÿeraxialer
Bildfehler eine immer wichtiger werdende Rolle spielt. Die neusten Korrektive werden als Achroplanato-
ren (C-COR) bezeichnet, welche den Önungsfehler, den Farbfehler und die auÿeraxiale Koma mittels
magnetischer Oktupole und elektromagnetischer Quadrupole korrigieren [Haider 2009]. Der Prototyp
wurde im Rahmen des TEAM-Projektes von der Firma CEOS gebaut und liefert ein Informations-
limit von 0.5 Å bei einer Beschleunigungsspannung von 300 kV [Dahmen 2009]. Das erste kommerzielle
TEM, welches mit diesem Korrektor ausgestattet ist, wurde im Jahr 2012 an das Ernst-Ruska-Zentrum
des Forschungszentrums Jülich ausgeliefert.
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1.1.1 Aufbau eines Transmissionselektronenmikroskops
Das Transmissionselektronenmikroskop bildet die experimentelle Apparatur der vorliegenden Arbeit
und soll an dieser Stelle genauer beleuchtet werden. Grundsätzlich lässt sich dieses Instrument in
Elektronenquelle, Kondensor-, Objektiv-, Projetivlinsensystem und Detektorsystem unterteilen. Die
einzelnen Komponenten sollen im Weiteren vor allem im Hinblick auf die experimentelle Relevanz
erläutert werden. Ein schematischer Aufbau eines solchen Gerätes ist in Abb. 1.1 zu nden.
Die Elektronenquelle
Die Elektronenquelle umfasst den Emitter, die Beschleunigereinheit und diverse Ablenkelemente, die
den emittierten Elektronenstrahl bezüglich der optischen Achse ausrichten. Entscheidend für die Qua-
lität des emittierten Elektronenstrahls ist die Energiebreite ∆E und die Stromdichte j bei gegebener
Beleuchtungsapertur (Richtstrahlwert). Im Falle der konventionellen Abbildung, d.h. die Objektebene
bendet sich im Fernfeld der Quelle, ist die Beleuchtungsapertur durch die Breite σϑ der inkohärenten
Winkelverteilung der in die Objektebene einfallenden ebenen Wellen gegeben. Die hintere Brennebene
der Objektivlinse ist dabei konjugiert zur Ebene des Emitters, d.h. in ihr entsteht das Bild der Quel-
le. In dieser Ebene äuÿert sich die Beleuchtungsapertur in einer Verbreiterung der punktförmigen
Intensitätsverteilung.
Je schmaler die Verteilung der kinetischen Energie der Elektronen und der Einfallswinkel bezüglich der
Objektebene ist, desto ähnlicher sind sich die Elektronen im Elektronenstrahl, d.h. desto kohärenter
ist das entsprechende Elektronenensemble. Die Energiebreite wird durch den Emissionsprozess sowie
dem Boersch-Eekt bestimmt und kann durch Verringerung der Extraktionsspannung oder durch Ver-
wendung eines Monochromators reduziert werden. Damit erhöht sich die zeitliche Kohärenz (Längen-
kohärenz); die Stromdichte wird jedoch im Gegenzug herabgesetzt. Ähnlich verhält es sich mit der
Stromdichte pro Beleuchtungsapertur. Vermöge der Kondensoroptik kann die Beleuchtungsapertur
verkleinert werden, was zur Folge hat, dass die Winkelverteilung der Elektronen reduziert und damit
die räumliche Kohärenz (Winkelkohärenz) erhöht wird. Dabei verringert sich aber auch die verfügbare
Stromdichte nach dem Zusammenhang:
B0 =
j
πσ2ϑ
= konst. (1.3)
Die Gröÿe B0 bezeichnet den axialen Richstrahlwert (engl. Brightness), welcher eine elektronenoptische
Invariante darstellt, die neben der Energiebreite das zweite wesentliche Charakteristikum einer Elek-
tronenquelle ist1.
1Diese Gröÿe entspricht der axialen Komponente der spektralen Richtstrahlfunktion, die klassisch betrachtet von den
Emissionspunkten und -winkeln der Trajektorien der emittierten Elektronen im Raum der virtuellen Quelle abhängt. Die
spektrale Richtstrahlfunktion beschreibt im Grunde die Phasenraumdichte des Elektronenstrahlensembles. Je schmaler
die Energie- und Winkelverteilung bei konstanter Stromdichte ist, desto dichter liegen die Zustände im Phasenraum.
Damit erhöht sich der axiale Richtstrahlwert und somit ist bei gleicher Stromdichte der Strahl (räumlich) kohärenter.
Die optische Invarianz ist eng an die Abbe'sche Sinusbedingung geknüpft unter der Voraussetzung, dass elektronen-
optische Komponenten nicht zu einer Änderung der kinetischen Energie der Elektronen führen und dass die Elek-
tronen im Strahl miteinander nicht wechselwirken. Bei Änderungen in der kinetischen Energie betrachtet man den
reduzierten Richtstrahlwert. Für eine ausführlichere Behandlung dieses Themas sei auf die Literatur verwiesen
[Kasper & Hawkes 1994, Rose 2009]
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Schematischer Aufbau eines modernen Transmissionselektronenmikroskops
Abbildung 1.1: Schematischer Aufbau eines modernen önungsfehlerkorrigierten Transmissions-
elektronenmikroskops (in Anlehnung an ein FEI TECNAI F20 TEM mit Abbildungsfehlerkorrektiv).
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Die Energiebreite und der axiale Richtstrahlwert hängen vom Emissionsprozess ab. Grundsätzlich un-
terscheidet man dabei zwischen thermischer Emission und Feldemission. Die thermische Emission ist
gekennzeichnet durch thermische Aktivierung des Elektronengases zur Überwindung der Austritts-
arbeit. Der Elektronenstrahl entsteht durch Wirkung eines relativ schwachen Anodenfeldes in Kombi-
nation mit der fokussierenden Wirkung eines Wehneltzylinders. Durch das Heizen werden viele Elek-
tronen in der Emitterspitze thermisch aktiviert, so dass der Emitter einen hohen Gesamtstrom liefert.
Die Emissionsorte und -richtungen der Elektronen sind aufgrund der thermischen Aktivierung des
gesamten Emitters weitgehend unspezisch und führen letztlich zu relativ kleinen Richtstrahlwerten
in der Gröÿenordnung von 105 − 106A/cm2/sr (100 kV). Auch die Energieverteilung ist durch diesen
Emissionsprozess bedingt mit 1-2 eV vergleichsweise breit [Reimer 1984].
Die Feldemissionsquelle beruht hingegen auf der Absenkung und Verschmälerung der Potenzialbarriere,
welche die Elektronen zum Übertritt ins Vakuum überwinden müssen, dergestalt dass die Elektronen
direkt ohne weitere thermische Aktivierung in das Vakuum tunneln können. Dafür sind am Emissions-
ort sehr hohe Feldstärken von 108 V/cm nötig, die mittels äuÿerst spitzer Kathodenspitzen realisiert
werden können. Dadurch wird zum einen die Energiebreite auf 0.2-0.7 eV reduziert und zum anderen der
axiale Richtstrahlwert aufgrund der entsprechend starken und lokalisierten Emission auf 109A/cm2/sr
erhöht [Reimer 1984]. Es stehen folglich für eine gegebene Beleuchtungsapertur 3 bis 4 Gröÿenordnun-
gungen mehr Stromdichte in der Objektebene zur Verfügung im Vergleich zur thermischen Quelle. Für
die O-Axis-Elektronenholographie ist das entscheidend, da mit Beleuchtungsaperturen im Bereich
von µrad gearbeitet wird [Lang 2001].
Experimentell wird ein Schottky-Emitter verwendet, dessen Emissionsprozess noch nicht auf der reinen
Feldemission beruht, wohl aber von der elektrostatischen Absenkung der Vakuumbarriere durch Feld-
stärken von etwa 107 V/cm protiert. Somit ist eine schwächere thermische Aktivierung im Vergleich
zur thermischen Quelle vonnöten, so dass immer noch von einem räumlich sehr lokalisierten, spitzen
Bereich emittiert wird. Das erhöht zwar die Energiebreite und verringert den Richtstrahlwert im Ver-
gleich zur reinen Feldemissionsquelle ein wenig auf 108A/cm2/sr, liefert aber für die holographischen
Experimente noch hervorragende Strahleigenschaften.
Die Kondensoroptik
Ein mehrstuges System aus magnetischen Rundlinsen in Verbindung mit mehreren Blenden, Ablenk-
spulen und Stigmatoren bildet die Kondensoroptik. Die grundlegende Aufgabe besteht in der kontrollier-
baren homogenen Ausleuchtung des Objekts für alle Vergröÿerungsbereiche2. Die Wirkungsweise des
Kondensors beruht wesentlich auf der Abbe'schen Sinusbedingung, die hier besagt, dass das Pro-
dukt aus Lateral- und Angularvergröÿerung eins ist. Dementsprechend führt eine Aufweitung des
Elektronenstrahls durch Änderung der Linsenströme zu einer Verkleinerung der Winkelverteilung der
Strahlelektronen bezüglich der Objektebene. Durch diesen Mechanismus kann die Beleuchtungsapertur
gezielt eingestellt und damit der Interferenzstreifenkontrast für die Elektronenholographie optimiert
werden. In diesem Zusammenhang hat es sich z.B. als vorteilhaft erwiesen, die Beleuchtungsapertur
2Es gibt weiterhin Techniken wie STEM und CBED, die im Gegensatz dazu eine scharf lokalisierte Elektronensonde
erfordern, die ebenfalls mittels Kondensor geformt werden kann.
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nicht rotationssymmetrisch einzustellen, so dass der Kohärenzgrad der Beleuchtung richtungsabhängig
wird. Das ist mit einem Sigmator bestehend aus zwei Quadrupollinsen möglich, welcher eigentlich für
die Korrektur des zweizähligen Astigmatismus der Beleuchtung vorgesehen ist. Ablenkspulen lassen sich
so kombinieren, dass sie denierte Strahlverschiebungen oder -verkippungen bezüglich der Objektebene
erlauben.
Die Objektivlinse
In modernen Transmissionselektronenmikroskopen für den Hochauösungsbereich ndet in der Re-
gel eine magnetische Kondensor-Objektiv-Einfeldlinse Verwendung, die mittels geeigneter Polschuh-
konstruktion ein stark lokalisiertes und daher kurzbrennweitiges Magnetfeld im Bereich des Objektes
erzeugt. Damit wird der Transfer eines möglichst groÿen Winkelbereichs der am Objekt gestreuten
Elektronen unter Einuss eines kleinstmöglichen Önungsfehlers realisiert. In bestimmten Fällen ist
es zweckmäÿig, die Abbildung an Stelle der Objektivlinse mittels Lorentzlinse durchzuführen, die zwar
wesentlich schlechtere Abbildungseigenschaften aufweist, aber dafür eine feldfreie Umgebung der Probe
sicherstellt. In der hinteren Brennebene können diverse Blenden eingefügt werden, die den Winkelraum
der gestreuten Elektronen begrenzen und für klassische Verfahren wie Hell- und Dunkelfeldabbildung
wichtig sind. Für Details über die physikalische Wirkungsweise magnetischer Elektronenlinsen sei an
dieser Stelle auf Literatur verwiesen [Hawkes 1982, Rose 2009].
Das Önungsfehlerkorrektiv
Magnetische Rundlinsen lassen sich prinzipiell nur als Sammellinsen konstruieren mit der Konsequenz
eines unvermeidbaren positiven Önungsfehlers [Scherzer 1936], welcher auösungsbegrenzend ist. Ei-
ne Korrektur erfordert andere Konzepte, welche z.B. die Brechung der Rotationssymmetrie der ma-
gnetischen Rundlinsen beinhalten. Das erste Önungsfehlerkorrektiv, welches für ein Transmissions-
elektronenmikroskop konstruiert und erfolgreich umgesetzt wurde [Haider 1998], beruht auf dem Vor-
schlag von [Rose 1990]. Diese Ausführung basiert auf der Kombination von zwei Hexapolen und zwei
Rundlinsendupletts zur Generierung eines negativen Önungsfehlerkoezienten zur Kompensation
des positiven Önungsfehlers der Objektivlinse. Das Korrektiv im Triebenberglabor, von der Firma
CEOS hergestellt, basiert auf dieser Linsenanordnung und ermöglicht die Reduktion des Önungsfehler-
koezienten um bis zu 3 Gröÿenordnungen. Damit beträgt die Punktauösung etwa 1.2 Å. Weiter-
hin lässt sich der Cs-Korrektor als aberrationskorrigierte Lorentzlinse verwenden mit einer Punkt-
auösung von bis zu 2 nm; sie erlaubt wichtige Erweiterungsoptionen für das holographische Gesichts-
feld [Linck 2010a].
Die Zwischen- und Projektivlinsen
Unterhalb der Objektivlinse bzw. des Cs-Korrektivs (sofern vorhanden) schlieÿt sich ein Linsensystem
an, das im Wesentlichen die Vergröÿerung bis in den millionenfachen Bereich steuert. Die erste dem Ob-
jektiv folgende Zwischenlinse wird als Beugungslinse bezeichnet und hat eine besondere Bedeutung: Je
nach Anregung wird entweder die erste Zwischenbildebene oder die hintere Brennebene abgebildet. Im
letzteren Fall ermöglicht das Einfügen einer Blende in der ersten Zwischenbildebene die Aufzeichnung
eines Feinbereichsbeugungsbildes. In dieser Ebene wird ebenfalls das Möllenstedt'sche Biprisma instal-
liert [Möllenstedt 1956], das für die Arbeit von fundamentaler Bedeutung ist. In diesem Zusammenhang
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spielt die Beugungslinse eine Schlüsselrolle: Sie muss dafür Sorge tragen, dass eine denierte Ebene
oberhalb oder unterhalb des Biprismas abgebildet wird. Die nachfolgenden Zwischen- und Projektiv-
linsen sorgen im Wesentlichen für die Einstellung der Gesamtvergröÿerung zwischen 2000-fach und
106-fach.
Die Detektoren
Je nach Fragestellungen ist man an unterschiedlichen Signalen, welche durch Streuung des Elektronen-
strahls am Objekt entstehen, interessiert. Fast schon standardmäÿig sind die Mikroskope mit CCD-
Kameras ausgestattet, welche die Intensitätsverteilung der gestreuten Elektronen ortsaufgelöst detek-
tieren. Je nach Anregung der Beugungslinse kann die Intensitätsverteilung im Orts- oder im Impuls-
raum aufgezeichnet werden. Dieser Kameratyp wandelt die eingehenden Elektronen durch einen Szin-
tillator in Licht um, welches mit einem CCD-Chip detektiert wird. Entscheidend für die Detektions-
ezienz sind stochastische Streupfade im Szintillator, welche sich in Abhängigkeit von der Struktur
und Dicke des Szintillators unterschiedlich auswirken.
Mittels analytischer Detektoren ist auch der Energieverlust messbar, den Elektronen durch spezi-
sche unelastische Streuung am Objekt erfahren haben. Darunter fallen Elektronenenergieverlust-
spektrometer, die den Energieverlust der Elektronen direkt messen, und energiedispersive Röntgen-
spektrometer, die das Energiespektrum des Röntgenuoreszenzsignals aufzeichnen. Weniger verbreitet
sind Auger- und Sekundärelektronendetektoren. Besonders ezient sind die spektroskopischen Detek-
toren unter Verwendung der STEM-Technik, mit der eine lokalisierte Elektronensonde über die Probe
gerastert wird. Damit wird das unelastische Signal sowohl mit hoher Orts- als auch Energieauösung
detektiert. In diesem Zusammenhang gibt es auch noch die Möglichkeit, für jede Objektposition das
azimutal gemittelte, in groÿe Winkel (50-150 mrad) gestreute Signal zu detektieren, das in recht guter
Näherung basierend auf der Rutherford-Streuung zu einem von der Kernladungszahl abhängigen Kon-
trast führt (HAADF). Die Ausstattung eines Energieverlustspektrometers mit einer abbildenden Optik
erlaubt die ortsaufgelöste Aufzeichnung der Elektronen, die einen bestimmten Energieverlust erlitten
haben (EFTEM). Somit ist die Aufnahme von energiegelterten Abbildungen und Beugungsbildern
möglich. Ein solches Gerät ist im Triebenberglabor am Philips CM 200 TEM (FEG / ST LL) installiert
und soll aufgrund der Relevanz für diese Arbeit etwas genauer betrachtet werden.
1.1.2 Das Energielter
Das Energielter kommt in dieser Arbeit für die Untersuchung von Kohärenzeigenschaften unelastisch
gestreuter Elektronen in besonderem Maÿe zum Einsatz. Daher soll ein eigener Unterabschnitt diesem
Gerät gewidmet werden.
Die Entwicklung der Energielter für Transmissionselektronenmikroskope geht auf die Arbeiten von
[Ruthemann 1941] und [Hillier 1944] zurück. Sie nutzten die geschwindigkeitsabhängige Ablenkung
von Elektronen in homogenen Magnetfeldern zur Separation unterschiedlicher kinetischer Energien im
Elektronenstrahl, in Analogie zu den bereits bekannten Massenspektrographen, und zeichneten ers-
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te Energieverlustspektren zur analytischen Mikroanalyse photometrisch auf. Alternativ dazu zeigte
Möllenstedt eindrucksvoll, dass der pathologische Randbereich einer elektrostatischen Linse sehr sen-
sibel auf leichte Energieunterschiede im Elektronenstrahl reagiert und sich ebenfalls zur Erzeugung
einer Energiedispersion nutzen lässt [Möllenstedt 1949]. An diesem Prinzip hat sich bis heute nichts
wesentlich geändert. In der Folgezeit gab es viele Verbesserungsansätze z.B. hinsichtlich der Energie-
auösung [Boersch 1964]. Für die Raster-Transmissionselektronenmikroskopie (STEM) setzte sich vor
allem das magnetische Prisma zur Bestimmung lokaler Energieverlustspektren durch [Crewe 1968]. Für
die konventionelle Transmissionselektronenmikroskopie ergibt sich allerdings das zusätzliche Problem,
dass für die Erzeugung eines energiegelterten Bildes die Dispersion nach Filterung invertiert wer-
den muss, damit ein achromatisches Bild entstehen kann. Ein Ansatz dazu wurde von Castaing und
Henry (1962) gegeben, der auf einer Kombination von magnetischem Prisma und elektrostatischem
Spiegel beruht [Egerton 1996]3. Das Abbremsen der Elektronen am elektrostatischen Spiegel ist mit
einer erhöhten Empndlichkeit gegen äuÿere Störungen verbunden. Weitere Entwicklungen auf rein
magnetischer Basis führten zu dem Ω-Filter, welcher symmetriebedingt Aberrationen zweiter Ord-
nung korrigiert [Rose 1973] und somit eine Energielterung von 1 eV Energiebreite ermöglicht. Diese
Energielter haben den Nachteil, dass sie in die Elektronensäule des TEM integriert werden müssen
und somit schwer nachrüstbar sind. Besser nachzurüsten ist hingegen die Post-Column-Variante, wel-
che im Folgenden genauer beleuchtet wird.
In Abb. 1.2 sind die Strahlengänge durch ein TEM mit Energielter schematisch dargestellt. Das TEM
bendet sich für die hier diskutierten Fälle im Abbildungsmodus. D.h. die Filtereingangsebene (FEE)
ist konjugiert zur Objektebene (OE). Das Energielter erzeugt eine Energiedispersion, welche sich
in einer energieverlustabhängigen Verkippung der Strahlen äuÿert, so dass es in verschiedenen nach-
folgenden Ebenen zu verschiedenen energieabhängigen lateralen Verschiebungen kommt (Abb. 1.2).
Die (virtuelle) Ebene, in der die Drehpunkte dieser Verkippungen liegen und damit folglich die Ver-
schiebungen verschwinden, wird als achromatische Bildebene (ABE) bezeichnet. In dieser Ebene ist
die Energiedispersion nur in den Phasen kodiert und hat somit keine Auswirkung auf eine Intensitäts-
messung. In der nachfolgenden Ebene, welche zur hinteren Brennebene der Objektivlinse konjugiert
ist, werden alle Strahlen, welche die gleiche Verkippung erfahren haben, in denselben Punkt fokussiert.
In dieser Ebene entsteht das Energieverlustspektrum; die Ortsinformationen sind in diesem Fall wie-
derum in den Phasen kodiert. Diese Ebene wird als energiedispersive Ebene (EDE) bezeichnet (Abb.
1.2). In dieser Ebene bendet sich eine Schlitzblende zur Selektion des Energiebereichs des Elektronen-
strahls, welcher durch die nachfolgenden Filterprojektionslinsen zur CCD-Kamera übertragen werden
soll. Diese Blende ist variabel in ihrer Breite, der mittlere Energieverlust wird durch Variation der
Beschleunigungsspannung mikroskopseitig eingestellt. Wird mittels der nachfolgenden Elemente die
achromatische Bildebene auf die CCD-Kamera fokussiert, so entsteht unter Verwendung der Schlitz-
blende ein energiegeltertes achromatisches Bild (Abb. 1.2 a). Dies ist der EFTEM-Modus, welcher
in dieser Arbeit zur Anwendung kommt. Bildet hingegen die nachfolgende Optik die energiedispersive
Ebene ab, so handelt es sich um den EELS-Modus, in welchem Energieverlustspektren aufgezeichnet
werden können (Abb. 1.2 b).
3Da der Originalartikel nicht zugänglich ist, soll an dieser Stelle auf das Lehrbuch verwiesen werden.
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Abbildung 1.2: Schematischer Strahlengang durch ein TEM mit (post-column) Energielter. (a)
Energiegelterte Abbildung (EFTEM), (b) Energieverlustspektroskopie (EELS) im image mode. Zu-
einander konjugierte Ebenen sind durch Pfeile gekennzeichnet. Bezeichnungen: Objektebene (OE),
Objektivlinse (OL), hintere Brennebene (HBE), Filtereingangsblende (FEB), Filtereingangsebene
(FEE), achromatische Bildebene (ABE), energiedispersive Ebene mit Schlitzblende (EDE), Filter-
projektionslinsen (FPL), Bildebene mit CCD-Kamera (BE). Strahl mit Energieverlust ∆E durch ge-
strichelte Linie dargestellt.
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Abbildung 1.3: Schematischer Aufbau eines Post-Column-Energielters der Firma Gatan in An-
lehnung an [Krivanek 1991]. Quadrupole sind mit Q und Hexapole mit H bezeichnet.
Das vorliegende Energielter GIF 200 der Firma Gatan ist in Abb. 1.3 schematisch dargestellt. Es
besteht aus einem magnetischen Prisma zur Erzeugung der Energiedispersion des Elektronenstrahls,
welcher aus dem Mikroskop durch die Filtereingangsblende eintritt. Zwei Quadrupol-Linsen bilden das
Spektrum vergröÿert in die energiedispersive Ebene ab. Diese Komponenten bilden das in Abb. 1.2 sche-
matisch dargestellte Spektrometer und erzeugen die Konjugation zwischen der hinteren Brennebene der
Objektivlinse und der energiedispersiven Ebene. Das nachfolgende Linsensystem, bestehend aus Qua-
drupolen und Hexapolen, entspricht den Filterprojektivlinsen in Abb. 1.2. Die Quadrupole haben dabei
im Wesentlichen die Funktion, die achromatische Bildebene (Abb. 1.2) auf die Kamera abzubilden. Die
Hexapole H1-H3 dienen der Korrektur chromatischer Aberrationen, die Hexapole H4-H6 der Behe-
bung von Verzeichnungen. Die dargestellte Anordnung erlaubt bei geeigneter Wahl der Linsenströme
die Korrektur aller Aberrationen zweiter Ordnung. Die Korrektur erfolgt wahlweise automatisch oder
von Hand durch die Verwendung des Programms Filter-Control und der DigitalMicrograph -Routine
Tune-GIF. Weitere Details über dieses Gerät sind in [Krivanek 1991] zu nden. Im fünften Kapitel
dieser Arbeit werden die Einüsse der Schlitzblende in Verbindung mit Restaberrationen auf die Kohä-
renz in energiegelterten Elektronenstrahlen untersucht und für die Interpretation der experimentellen
Resultate simuliert.
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1.1.3 Elementarer Abbildungsprozess nach Abbe
In diesem Unterabschnitt soll die Funktionsweise einer elektronenoptischen Linse in der Sprache der
Wellenoptik vorgestellt werden. Die ideale Linse bildet einen Punkt genau in einen Punkt ab. Wellen-
optisch gesehen bedeutet das, dass eine von einem gegenstandsseitigen Punkt fortlaufende Kugelwelle
durch die Linse in ihrer Phase derart umgeformt wird, dass sie in einen bildseitigen Punkt wieder
zusammenläuft. Im Rahmen der paraxialen Näherung4 kann die Übertragung durch eine Linse in
Fraunhofer-Näherung betrachtet werden, in dem Sinne, dass die Propagation einer in der Objektebene
modulierten Welle in die hintere Brennebene der Linse durch eine Fouriertransformation beschrieben
wird [Born & Wolf 1991]:
Ψ(ξ, η) =
∫
Ψ(x, y)e
−2πik( ξ
f
x+ η
f
y)
dxdy. (1.4)
Die Variablen ξ und η sind die Ortskoordinaten in der hinteren Brennebene der Linse. Diese lassen
sich in die dualen Koordinaten, welche die Raumfrequenzen beschreiben, nach
qx = k
ξ
f
, qy = k
η
f
(1.5)
umrechnen. Die weitere Propagation der Welle aus der hinteren Brennebene in die Bildebene wird
ebenfalls in Fernfeld-Näherung betrachtet, so dass sich für die Welle in der Bildebene mit den entspre-
chenden Koordinaten x′ und y′ der folgende Ausdruck ergibt:
Ψ(x′, y′) = C1
∫
Ψ(ξ, η)e−2πik(
x′
a
ξ+ y
′
a
η)dξdη. (1.6)
Der Parameter a bezeichnet den Abstand von der hinteren Brennebene zur Bildebene. Das Verhältnis
aus Brennweite und diesem Abstand ergibt die reziproke entgegengesetzte Vergröÿerung
f
a
= − 1
M
. (1.7)
Das Vorzeichen ist der Tatsache geschuldet, dass das Bild seitenverkehrt entsteht. Vereinfachend wird
M = 1 gesetzt und, zur Wahrung des Vorzeichens, die inverse Fouriertransformation für die Propaga-
tion von der hinteren Brennebene in die Bildebene verwendet.
Eine reale Linse ist durch Aberrationen gekennzeichnet, welche im einfachsten Fall isoplanatisch (d.h.
für jeden Bildpunkt identisch) sind. Das ist für kleine Gesichtsfelder, welche bei atomarer Auösung
vorliegen, in der Regel recht gut erfüllt. Bei groÿen Gesichtsfeldern, welche durch die Weiterentwicklung
der Kameratechnik immer besser zugänglich werden, sind auch die nicht-isoplanatischen Aberrationen
von Bedeutung. Ähnlich verhält es sich mit den Bedingungen bei mittlerer Auösung und im Lorentz-
modus, bei dem die Objektivlinse abgeschaltet wird und die Abbildung mit der Lorentzlinse erfolgt,
welche einen magnetfeldfreien Raum an der Probe ermöglicht. An dieser Stelle sollen aber lediglich die
isoplanatischen Aberrationen diskutiert werden. Die winkelabhängige Phasenmodulation einer realen
4Diese ist für die Elektronenmikroskopie gut erfüllt, da in der Regel Gesichtsfelder kleiner 1µm mit Brennweiten im
mm-Bereich übertragen werden.
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Abbildung 1.4: Abbildungstheorie (paraxiale Näherung) für eine ideale (links) und eine reale Lin-
se (rechts). Bezeichnungen: OE = Objektebene, OL = Objektivlinse, HBE = hintere Brennebene,
BE = Bildebene, χ(~q) = Wellenaberration, PSFχ = Punktverwaschungsfunktion infolge der Wellen-
aberration. FT = Fouriertransformation, FT−1 inverse Fouriertransformation.
Linse weicht von der einer idealen Linse ab, so dass der Bildpunkt nicht mehr als Punkt sondern als
Scheibchen in der Bildebene zutage tritt. Diese fehlerhafte Phasenschiebung Wellenaberration χ(~q)
beschreibt anschaulich eine zusätzliche Phasenmodulation in der hinteren Brennebene der Objektiv-
linse. In Abb. 1.4 ist die reale Linse der idealen Linse gegenübergestellt.
Infolge der Wellenaberration kommt es zur Verwaschung des Punktes in der Bildebene. Diese Verwa-
schung wird durch die Punkt-Verwaschungsfunktion PSFχ(~r) beschrieben5. Aus der Objektwelle ΨO
ergibt sich die Welle in der Bildebene ΨB im isoplanatischen Fall durch eine Faltung:
ΨB(~r) =
∫
PSFχ(~r − ~r ′)ΨO(~r ′)d2r′ = PSFχ(~r)⊗ΨO(~r). (1.8)
5Engl.: point spread function.
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Durch Inversion dieser Gleichung lässt sich aus der Bildwelle die Objektwelle gewinnen, was die Grund-
lage für die Aberrationskorrektur bildet. Diese ist jedoch nur möglich, wenn die komplexe Bildwelle
zur Verfügung steht. In der konventionellen Abbildung werden jedoch nur die Intensitäten gemessen;
die Phasen gehen dabei verloren.
Die Punkt-Verwaschungsfunktion lässt sich mit der Wellenaberration über den Faltungssatz in Zusam-
menhang bringen und als invers Fouriertransformierte der Wellentransferfunktion WTF(~q) darstellen:
PSFχ(~r) =
∫
e−iχ(~q)e2πi~q~rd2q =
∫
WTF(~q)e2πi~q~rd2q. (1.9)
Ein weiterer wichtiger Punkt für die Aberrationskorrektur besteht in der Kenntnis der Aberratio-
nen. Auf Grundlage der Übertragungstheorie schwacher Phasenobjekte können Aberrationen gemes-
sen werden. Dabei wird die Wellenaberration in eine Potenzreihe bezüglich der Raumfrequenzen ent-
wickelt. Die entsprechenden Entwicklungskoezienten werden durch verschiedene Messungen, z.B.
durch verschiedene Strahlverkippungen bezüglich der Objektebene, aus den resultierenden Dirakto-
grammen bestimmt [Zemlin 1978]. Für weitere Details sei an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen
[Barthel 2011, Meyer 2002a, Meyer 2004] (einschlieÿlich Referenzen).
1.1.4 Messung und statistische Einüsse
Bisher wurde nur die Propagation einer Welle durch die elektronenoptische Objektivlinse betrachtet.
Die reale Linse induziert Aberrationen, welche die Objektinformationen in der Bildebene lediglich um-
verteilen, aber nicht zerstören. Wenn also diese Welle im Bildraum experimentell zugänglich ist, so
kann der Abbildungsprozess invertiert werden. Allerdings besteht prinzipiell das Problem, dass ein
einzelnes Elektron nicht genügt, um die gesamte Ortsaufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte, die es mit
sich führt, zu rekonstruieren. Der Grund dafür besteht darin, dass die Elektronenwelle am Ort der
Messung mit entsprechender Wahrscheinlichkeit kollabiert und ein punktförmiges Signal hinterlässt.
Dieser Aspekt ist sehr anschaulich in [Lichte 2002]6 dargestellt. Das impliziert, dass für die Rekonstruk-
tion der Ortsaufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte vielmehr ein Ensemble von Elektronen vonnöten ist,
womit das Einzelelektronen-Experiment hinreichend häug wiederholt wird. Damit das Endresultat
dieser Hintereinanderausführung die eigentlich gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte liefert, müssen die
Elektronen hinreichend kohärent sein, d.h. sie müssen im Phasenraum hinreichend eng verteilt sein.
Diese Enge ermöglicht es erst, dass bei genügend hoher Kohärenz eine ausreichend hohe Stromdichte
zur Verfügung steht, die für eine akzeptable statistische Sicherheit der Messung unabdingbar ist.
Vollständige Kohärenz ist für Elektronen prinzipiell nicht erreichbar, da, auf fundamentaler Ebene
gesehen, nach dem Pauli-Prinzip höchstens zwei Elektronen den gleichen Zustand einnehmen kön-
nen. Daraus ergibt sich zwangsläug für Elektronen immer eine partiell kohärente Ausgangssituation.
Diese äuÿert sich darin, dass die Ensembleelektronen verschiedene kinetische Energien und Lateral-
komponenten der Impulse bezüglich der Objektebene aufweisen. Für eine ideale Objektivlinse spielt
diese partielle Kohärenz keine Rolle, da sie unabhängig von der kinetischen Energie und Einfallsrichtung
abbildet. Bei einer realen Linse kommt es jedoch zu Problemen aufgrund der Tatsache, dass für ver-
schiedene Energien und Einfallsrichtungen die Linse unterschiedlich abbildet. Folglich kommt es zu
6Siehe v.a. Abb. 3 in dieser Referenz.
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inkohärenten Verwaschungen, die tatsächlich Information zerstören und somit die Auösung begren-
zen. Dieser sehr elementare Aspekt ist in Abb. 1.5 dargestellt. Die Ausgangssituation bilden zwei aus
verschiedenen Richtungen einfallende Elektronen (blau gestrichelt und rot), welche an einem Objekt
elastisch gestreut werden (Zweistrahlfall). Bei einer idealen Linse (links) werden diese Strahlen unab-
hängig von deren Verkippung in ein und denselben Punkt fokussiert. Bei der realen Linse (rechts) ist
das nicht der Fall. Dort kommt es einmal zu einer kohärenten Verwaschung (PSFχ) von transmittierten
und gebeugten Strahlen bezüglich einer Einfallsrichtung (rot-rot oder blau-blau), und zum anderen zu
einer inkohärenten Verwaschung zwischen den verschiedenen Elektronen (also rot-blau), welche zur
Auslöschung von Objektinformation führt. Somit liefert die Summe über alle Intensitätsverteilungen
für jeden Einfallswinkel und für jede Energie die Intensitätsverteilung in Abhängigkeit vom Trans-
missionskreuzkoezienten (TCC) im Sinne von [Born & Wolf 1991]. Der Informationstransfer wurde
für Transmissionselektronenmikroskope in Anlehnung an dieses Konzept von [Frank 1973] detailliert
untersucht.
Die Ursache für den Informationsverlust basiert auf dem Umstand, dass die konventionell detektierbare
Intensität nicht die volle Information über das partiell kohärente Ensemble beinhaltet. Eine geeignetere
Gröÿe bildet die Dichtematrix, deren Diagonalelemente die Intensität und deren Nebendiagonalelemen-
te die Kohärenz beschreiben. Das Konzept der Dichtematrix wird im vierten Kapitel diskutiert. Ebenso
wird dort die für Intensitäten bekannte Übertragungstheorie [Frank 1973] auf Dichtematrizen verall-
gemeinert. Weiterhin liegt in der Darstellung von Abb. 1.5 die Betonung auf elastische Streuung,
die, wie später gezeigt, die Kohärenz zwischen gebeugtem und transmittiertem Strahl erhält. Bei un-
elastischer Streuung ist dies nicht mehr der Fall. Diese führt unweigerlich zu Dekohärenz, was zum
Gegenstand der experimentellen und theoretischen Untersuchungen im vierten und fünften Kapitel
wird.
1.1.5 Das Phasenproblem in der Elektronenmikroskopie
Die Messung von Intensitäten im Sinne von Betragsquadraten der komplexen Wahrscheinlichkeits-
amplitude geht ohne weiteres Zutun mit einem Verlust von Phaseninformation einher. Ohne Kenntnis
der Phasen ist es i.A. nicht möglich, aus einem Beugungsbild auf die lokale Struktur im Ortsraum zu
schlieÿen [Wolfke 1920]. Phasen können jedoch detektiert werden, wenn es gelingt, Phaseninformation
in der zu messenden Intensitätsverteilung gezielt zu kodieren und anschlieÿend zu rekonstruieren. An-
hand eines defokussierten Bildes eines durchleuchteten Objektes gelang es D. Gabor, das gebeugte
Wellenfeld, d.h. Amplitude und Phase, wiederherzustellen [Gabor 1948]. Er erkannte, dass das Fres-
nel'sche Nahfeld dieses Objektes durch Interferenz der gebeugten mit der transmittierten Welle zustan-
de kommt. Folglich sind in diesem Interferenzmuster (Hologramm) in Bereichen maximaler Intensität
die interferierenden Wellen in Phase. Diese lateralen Phasenbeziehungen lassen sich durch Beugung
einer künstlich reproduzierten transmittierten Welle an dem Hologramm einem Lichtwellenfeld auf-
prägen. Dieses Lichtwellenfeld kann nun optisch auf die Objektebene zurückfokussiert werden, wie es
in [Gabor 1948] eindrucksvoll demonstriert ist. Diese Methode wird als Holographie bezeichnet und
liefert die Lösung des Phasenproblems.
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Abbildung 1.5: Abbildungstheorie nach Abbe für eine ideale (links) und eine reale Linse (rechts) für ein
partiell kohärentes Ensemble bestehend aus zwei ebenen Elektronenwellen, welche sich im Einfallswinkel
bzgl. Objekt voneinander unterscheiden (blau gestrichelt, rot). Elastische Streuung am Objekt führt zu
abgebeugtem und transmittiertem Stahl. Kohärente Verwaschung in der Bildebene (rot-rot, blau-blau),
inkohärente Verwaschung (rot-blau). Bezeichnungen: OE = Objektebene, OL = Objektivlinse, HBE =
hintere Brennebene, BE = Bildebene, χ(~q) = Wellenaberration.
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Für die Elektronenholographie entwickelten sich im Verlauf der Jahrzehnte bis zu 20 mehr oder we-
niger praktikable Realisierungsmöglichkeiten [Cowley 1992], von denen die hier betrachtete O-Axis-
Holographie eine ist, mit der die Elektronenwelle rekonstruiert werden kann. Jedoch handelt es sich
mitnichten um eine Welle, da sich das Resultat aus einer Überlagerung von partiell kohärenten Elek-
tronen zusammensetzt und sich als Gesamtheit unter Umständen anders verhält, als man das von
einer Welle gewohnt ist. Es stellt sich somit die Frage, ob die Fixierung auf den Begri der Welle
nicht einen Informationsverlust nach sich zieht und somit eine Weiterfassung des Phasenproblems
erzwingt, um maximal mögliche Information über das Objekt zu erhalten. Denn Dephasierung, wel-
che durch unelastische Wechselwirkung mit dem Objekt eintritt, beinhaltet ebenfalls Information über
die Phasen, die mit dem Begri der Welle nicht kompatibel sind, da eine Welle stets kohärent mit
sich selbst ist. Eine greifbare Struktur ist wieder durch das Konzept der Dichtematrizen gegeben, wel-
ches derartige Dephasierungsphänomene infolge von Wechselwirkungen beschreiben kann. Darauf soll,
wie oben bemerkt, im vierten Kapitel eingegangen werden. Im fünften Kapitel wird anhand eines ex-
perimentellen Beispiels gezeigt, dass mittels O-Axis-Holographie die Dichtematrix der (unelastisch)
gestreuten Elektronen prinzipiell rekonstruiert und somit das Phasenproblem im allgemeineren Sinne
gelöst werden kann. Interessant sind auch Überlegungen zur Frage, inwieweit das mit der sogenannten
Inline-Holographie möglich ist, welche mit Defokusserien arbeitet. Teilaspekte davon werden im vier-
ten Kapitel diskutiert, eine experimentelle Untersuchung dessen führte in dieser Arbeit zu weit und ist
Aufgabe zukünftiger Forschung.
Grundlage für die Untersuchungen in dieser Arbeit ist die Methode der O-Axis-Holographie, welche
im folgenden Abschnitt in ihren Grundzügen erläutert wird.
1.2 O-Axis Elektronenholographie
Im folgenden Unterabschnitt wird die Methode der O-Axis-Holographie anschaulich vorgestellt. Maÿ-
geblich für die Anwendbarkeit dieser Methode zur Untersuchung mikroskopischer Objekte ist die elas-
tische Streuung, welche im darauolgenden Unterabschnitt soweit wie nötig angesprochen wird. Ab-
schlieÿend wird ein Rückblick auf wesentliche Entwicklungen im Bereich der O-Axis-Holographie
dargelegt. Es besteht dabei nicht das Ziel, die wissenschaftlichen Entwicklungen auf diesem Gebiet in
aller Vollständigkeit zu behandeln.
1.2.1 Die Methode
Die Methode der O-Axis-Elektronenholographie ist eine Realisierungsmöglichkeit Gabor's Idee
[Gabor 1948], die vollständige, in der Bildebene bendliche Welle zu rekonstruieren. Das impliziert die
Rekonstruktion von Phasenschiebungen, welche durch elastische Streuung am Objekt hervorgerufen
werden. Die Messung von Phasenschiebungen setzt eine denierte Referenz voraus, so dass Phasen
im Sinne von Phasendierenzen gemessen werden können. Im Rahmen der O-Axis-Holographie wird
diese Referenz durch eine unmodulierte Welle gewonnen, welche mittels des Möllenstedt'schen Bipris-
mas [Möllenstedt 1956] mit der objektmodulierten Welle in der Bildebene zur Überlagerung gebracht
wird (Abb. 1.6 a). Es ist die Verkippung zwischen Objekt und Referenzwelle um einen Winkel β, wel-
che es erlaubt, Phaseninformation in der Intensitätsverteilung zu kodieren. Dieser Mechanismus führt
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Interferenzfeld
(Hologramm)
ObjektVakuum
Biprisma
Bildebene
Objektiv
Hologramm
FT
Seitenband
FT-1
Amplitude
Phase
a) b)
c)
d)
Fourier-Spektrum
Abbildung 1.6: Aufzeichnungs- und Rekonstruktionsprozedur der O-Axis-Elektronenholographie. (a)
Objektmodulierte Welle (gelb) and Referenzwelle (Vakuum, grün) interferieren in der ersten Zwischen-
bildebene infolge der Ablenkung durch das Möllenstedt'sche Biprisma. (b) Aufgezeichnetes Interferenz-
muster - das sogenannte Hologramm. Das vergröÿerte Detail zeigt Verbiegungen der Interferenzstreifen
durch Phasenschiebung am Objekt. (c) Fouriertransformierte (FT) des Hologramms zeigt zwei Seiten-
bänder und ein Zentralband. (d) Wellenrekonstruktion durch inverse Fouriertransformation (FT−1) des
isolierten Seitenbandes ergibt die Welle im Ortsraum dargestellt in Amplitude und Phase.
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zu einem Interferenzstreifenmuster, welches lokal in der Phase und im Kontrast moduliert ist. Diese
Verkippung äuÿert sich in der entgegengesetzten Frequenzmodulation von Referenz- und Objektwelle
durch die Trägerfrequenz ~qc = ~βk0. Der Parameter k0 beschreibt den Wellenvektor der Elektronenwelle.
Für die Objekt- und Referenzwelle lassen sich somit die folgenden Ausdrücke niederschreiben:
Ψobj(~r) = A(~r)e
(+2πi ~qc
2
~r+i∆ϕ(~r)), Ψref (~r) = e
(−2πi ~qc
2
~r) (1.10)
Die Objektwelle erfahre durch vorherige elastische Streuung am Objekt eine Modulation der Amplitude
A(~r) und der Phase ∆ϕ(~r). Nach Überlagerung dieser beiden Teilwellen in der Bildebene bildet sich
die folgende (normierte) Intensitätsverteilung als Messgröÿe heraus:
I(~r) = |Ψref (~r) + Ψobj(~r)|2 = 1 +A(~r)2︸ ︷︷ ︸
Zentralbandterm
+ 2A(~r) cos(2π~qc~r + ∆ϕ(~r))︸ ︷︷ ︸
Interferenzterm
. (1.11)
Als oensichtliches Resultat dieser Überlagerung entsteht ein cosinusförmiger Interferenzterm, wel-
cher die Amplitudenmodulation als Vorfaktor trägt und die Phaseninformation als lokale Variation
der Phasenlage des entsprechenden Interferenzstreifenmusters kodiert (Abb. 1.6 b). Sämtliche Rekon-
struktionsverfahren zielen darauf ab, die Amplituden- und Phasenmodulation vom Zentralbandterm
zu trennen. Die Fouriertransformierte dieser Intensitätsverteilung ist in Abb. 1.6 (c) exemplarisch
dargestellt. Es zeigt sich, dass das Seitenband die mathematische Struktur der fouriertransformier-
ten Objektwelle trägt [Lehmann 2002]. Für den Fall, dass die Trägerfrequenz ~qc betragsmäÿig groÿ
genug ist, lassen sich Zentralband und Seitenband durch Fourierlterung trennen. Die Rekonstruk-
tion der Bildwelle erfolgte daher in der Anfangszeit mittels Fourieroptik auf einer optischen Bank
[Möllenstedt 1968, Wahl 1974]. Heutzutage wird auf numerische Bildverarbeitung gesetzt, welche sehr
ezient mittels schneller Fouriertransformation verfährt. Alternativ dazu gibt es andere Ansätze, die
darauf beruhen, die Amplituden und Phasen direkt aus dem Ortsraum zu extrahieren [Lehmann 1994,
Meyer 1996]. Die Rekonstruktion der Welle ist nicht frei von Artefakten; eine genaue Analyse dieser
Probleme ist in [Lichte 1996a] ausführlich dargelegt.
Da für die Messung stets nur eine endliche Anzahl von Elektronen zur Verfügung steht, sind die rekon-
struierten Resultate immer durch das Quantenrauschen beeinusst. Ein wichtiger Gegenstand dieser
Arbeit besteht in der experimentellen und theoretischen Untersuchung des Rauschtransfers durch die
gängigen Rekonstruktionsalgorithmen unter Berücksichtigung der Rauscheigenschaften des Detektors
mit dem Ziel, Fehlerbalken für eine quantitative Interpretation der Resultate anzugeben (siehe zweites
Kapitel).
1.2.2 Elastische Streuung am Objekt
Von elastischer Streuung wird gesprochen, wenn das Objekt, an welchem gestreut wird, infolge des
Streuprozesses seinen Zustand nicht ändert. Unter dieser Bedingung lässt sich die Streuung im Ein-
teilchenbild formulieren, d.h. man betrachtet die Streuung eines Elektrons an einem stationären elektro-
magnetischen Potenzial (V (~R), ~A(~R)), welches durch das Objekt gegeben ist. Für die im Triebenberg-
labor praktisch genutzte Beschleunigungsspannung von 80 kV bis 200 kV muss mit relativistischen
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Elektronen gerechnet werden. Da der Spin des streuenden Elektrons keinen wesentlichen Einuss auf
die Wechselwirkung hat [Lubk 2010], kann mit der Klein-Fock-Gordon-Gleichung gerechnet werden:(−i~∇+ e~ ~A(~R))2 − 1~2c2 ((eV (~R) + E0)2 −m20c4)︸ ︷︷ ︸
K2
Ψ(~R) = 0. (1.12)
Der elektrostatische Anteil des Objektpotenzials sei durch V (~R) und der magnetische Anteil durch
~A(~R) gegeben. Beide Gröÿen gehen in die Gleichung vermöge der minimalen Ankopplung ein. Der
Parameter E0 beinhaltet die Gesamtenergie des Elektrons, m0 ist die Ruhemasse und e bezeichnet die
positive Elementarladung. Es gibt verschiedene Ansätze, diese lineare partielle Dierenzialgleichung
zweiter Ordnung zu lösen. Die gängigste Methode besteht im Multi-Slice-Ansatz [Cowley 1957]. Aber
auch die direkte Integration mittels Runge-Kutta-Methoden erlaubt Untersuchungen auf fundamenta-
ler Ebene [Lubk 2010]. Eine andere Sichtweise dieser Gleichung ermöglicht einen anschaulichen Zugang
zum Zusammenhang zwischen Messgröÿe (Phasendierenz) und Objekteigenschaften (elektromagne-
tische Felder) [Kasper & Hawkes 1994]. Unter der Maÿgabe, dass die Lösungsfunktion die Gestalt
Ψ(~R) = A(~R) exp(iϕ(~R)) (1.13)
aufweisen soll, ergibt sich durch Einsetzen ein gekoppeltes nichtlineares partielles Dierenzialgleichungs-
system für die Bestimmung von Amplitude A(~R) und Phase ϕ(~R). Dieses lautet:
div
[
A(~R)2
(
~∇ϕ(~R) + e
~
~A(~R)
)]
= 0 (1.14)(
~∇ϕ(~R) + e
~
~A(~R)
)2
= K(~R)2 +
∆A(~R)
A(~R)
. (1.15)
Dieses Gleichungssystem ist keinesfalls einfacher zu lösen, erlaubt aber interessante Einsichten, wie im
Folgenden gezeigt wird. Die zweite Gleichung (1.15) ähnelt der klassischen Hamilton-Jacobi-Gleichung,
welche sich aus dem Variationsprinzip für die klassische Bewegung von geladenen Teilchen im elek-
tromagnetischen Feld ergibt. Der einzige Term, welcher den Unterschied ausmacht, ist der ∆A/A-
Ausdruck. Dieser beschreibt die Quantennatur der Bewegung eines solchen Teilchens und wird im
Rahmen der Bohm'schen Mechanik als quantenmechanisches Potenzial bezeichnet [Bohm 1952]. Die-
ser Term ist, formal gesehen, die Ursache für die in der Elektronenstreuung bekannten dynamischen
Phasenschiebungen und hängt natürlich implizit über dieses Gleichungssystem wiederum vom Streu-
potenzial ab. Diese Gleichung wird daher auch als Quanten-Hamilton-Jacobi-Gleichung (QHJG) be-
zeichnet.
Die Lösungsidee besteht in der Tatsache, dass der Phasengradient proportional zum kanonischen Impuls
des klassischen Teilchens ist, welches sich entlang der Trajektorie mit dem normierten Tangential-
vektor ~t(~R) ausbreitet [Kasper & Hawkes 1994]. Mit dieser Kenntnis lässt sich die (QHJG) in eine
Vektorgleichung überführen:
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~∇ϕ(~R) = ~t(~R)
√
K(~R)2 +
∆A(~R)
A(~R)
− e
~
~A(~R) (1.16)
≈ ~t(~R)
(
2π
λ0
+ σ
(
V (~R) +Q(~R)
))
− e
~
~A(~R). (1.17)
In der letzten Zeile kommt die Annahme zum Tragen, dass die potenzielle Energie im Objekt klein
gegenüber der kinetischen Energie des Strahlelektrons ist. Damit werden die Taylorentwicklungen nach
dem linearen Glied abgebrochen. Die eingeführten Funktionen und Konstanten lassen sich entsprechend
identizieren als:
Q(~R) =
~2
2m0γe
∆A(~R)
A(~R)
quantenmechanisches Potenzial (1.18)
σ =
m0γeλ0
2π~2
Wechselwirkungskonstante (1.19)
λ0 =
2π~c√
e2U2B + 2eUBm0c
2
freie Wellenlänge. (1.20)
(1.21)
Die totale Phasenschiebung entlang einer durch das elektromagnetische Potenzial verlaufenden Tra-
jektorie ergibt sich mit ~t(~R)d~s = ds durch:
ϕt(~r) =
∫
t
~∇ϕ(~R)d~s =
∫
t
(
2π
λ0
+ σ
(
V (~R) +Q(~R)
))
ds− e
~
∫
t
~A(~R)d~s. (1.22)
Die holographisch rekonstruierte Phasenschiebung entspricht der Dierenz zwischen der Objekt- und
Referenzphase. Dabei soll die Trajektorie t1 durch das Objekt und t2 durch Vakuum laufen. Wird das
Potenzial im Referenzbereich null gesetzt und folglich auch keine Amplitudenmodulation angenommen,
verschwinden dort die beiden Potenzialterme. Sind die Trajektorien symmetrisch, so hebt sich auch
der λ0-Term auf. Die Integration des Vektorpotenzials lässt sich als Integral über einen geschlossenen
Weg, der sich aus der Dierenz der Trajektorien zusammensetzt, schreiben. Damit ergibt sich für die
elektronenholographisch messbare Phasendierenz zwischen der Objekt- und Referenzwelle:
ϕ(~r) = ϕt1(~r)− ϕt2(~r)
= σ
∫
Objekt
(
V (~R) +Q(~R)
)
ds− e
~
∮
t1−t2
~A(~R)d~s. (1.23)
Diese Formel beinhaltet eine Schwierigkeit: Im quantenmechanisch relevanten Fall ist die Trajekto-
rie, entlang derer integriert werden soll, nichttrivial. D.h. quantenmechanische Eekte zeigen sich
nicht allein durch die Anwesenheit des Terms Q(~R), sondern bestimmen auch ganz wesentlich den
Integrationsweg. Im Falle schwacher Streuung lässt sich die Integration durch eine Integration entlang
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der optischen Achse in Strahlrichtung ausführen ds ≈ dz. Ein einfaches Modell soll im Folgenden
Aspekte der dynamischen Streuung verbildlichen.
Ein einfaches Modell für die dynamische Streuung
Anhand der obigen Darstellung ist es möglich, einige Besonderheiten der dynamischen Streuung zu
erkennen. Erstens folgt aus ihr, dass die dynamische Phasenschiebung mit wachsender Wellenlänge
gröÿer wird, was im Erfahrungsschatz des Mikroskopikers liegt. Zweitens hat die dynamische Streu-
ung einen Einuss auf das aus der Holographie gewonnene mittlere innere Potenzial. Anhand eines
Modells für die Amplitudenverteilung soll das veranschaulicht werden. Nehmen wir an, die Amplitude
trägt die räumliche Periodizität der Dimension ag des streuenden atomaren Gitters, so dass für die
Amplitudenmodulation in aller Einfachheit geschrieben werden kann:
A(~r) = A0 cos(2πx/ag) cos(2πy/ag) cos(2πz/ag). (1.24)
Damit ergibt sich für das quantenmechanische Potenzial der folgende homogene Ausdruck:
Q(~R) = − 6π
2~2
m0γea2g
. (1.25)
Das negative Vorzeichen zeigt qualitativ, dass die dynamische Streuung zu einer Absenkung der Phasen
führt, was auch in der Regel beobachtet wird [Lubk 2010a]. Für ein kubisches Gitter mit der Gitter-
konstanten ag = 0.4 nm ergibt sich ein homogenes dynamisches Untergrundpotenzial von etwa -20 V,
was etwa eine Gröÿenordnung über dem liegt, was experimentell in Zonenachsenorientierung beobach-
tet wird. Dieses Modell hat in quantitativer Hinsicht keinerlei Bezug zur Realität, aber es zeigt, dass
dynamische Streuung einen teilweise erheblichen Einuss auf die holographisch gemessene Phase haben
kann. Weiterhin ist denkbar, dass durch Kippung des Objektes der Einuss des dynamischen Potenzials
in der Projektion reduziert werden kann, was sich auch experimentell bestätigen lässt [Formánek 2005].
In diesem Fall lässt sich die Phasendierenz vereinfacht schreiben als:
ϕ(~r) ≈ σ
∫
Objekt
V (~R)dz − e
~
∮
t1−t2
~A(~R)d~s. (1.26)
Das ist die übliche Näherung, welche der Rekonstruktion von elektromagnetischen Feldern aus den
detektierten Phasenschiebungen zugrunde liegt. Sie wird oft als Phase-Grating- oder Eikonal- oder
WKB-Näherung bezeichnet.
Für die in dieser Arbeit untersuchten Proben liegt mitunter der Fall vor, dass sowohl elektrische als
auch magnetische Felder gleichsam auftreten. Für die Interpretation der Resultate ist es wichtig, diese
Beiträge voneinander separieren zu können, worauf im anschlieÿenden Unterabschnitt eingegangen
wird.
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Separation elektrischer und magnetischer Phasenschiebungen
Die rekonstruierte Phase ermöglicht unter Verwendung von Gl. 1.26 die Untersuchung von elektrischen
und magnetischen Feldern mit einer Ortsauösung im Bereich von Nanometern [Lichte 2008a]. Das
Problem liegt darin, dass sich diese Felder in der Regel überlagern. Die Bestimmung der lokalen Ma-
gnetisierung in einer Objektprobe ist immer durch Phasenschiebungen aufgrund des mittleren inneren
Potenzials (und der dynamischen Streuung) beeinusst. Das macht es unmöglich, die Magnetisierung
aus einem einzigen Hologramm zu erhalten, ohne weitere Informationen hinzuzuziehen. Es gibt jedoch
einen fundamentalen Unterschied zwischen elektrischen und magnetischen Feldern: Die Ablenkung der
Elektronenbahn durch ein magnetisches Feld hängt von der Bewegungsrichtung des Elektrons ab, wäh-
rend die Ablenkung im elektrischen Feld davon unbeeindruckt bleibt. Das hat zur Folge, dass das
Umdrehen der Probe im Probenhalter zu einer Änderung des Vorzeichens in der magnetischen Phasen-
schiebung führt, während die elektrische Phasenschiebung konstant bleibt [Tonomura 1986]. Somit las-
sen sich aus zwei Hologrammen der gleichen Probenstelle, aber entgegengesetzter Probenorientierung,
die elektrische ϕe und magnetische Phase ϕm voneinander trennen:
ϕe =
1
2
(ϕ1 + ϕ2) , ϕm =
1
2
(ϕ1 − ϕ2) . (1.27)
Die aus den beiden Hologrammen rekonstruierten Phasenschiebungen tragen die Indizes 1 und 2.
Durch Bildung der ersten partiellen Ableitungen der magnetischen Phasenschiebung entstehen unter
Verwendung des Stokes'schen Integralsatzes Relationen zu den projizierten Lateralkomponenten der
magnetischen Induktion ~B:
∂ϕm(x, y)
∂x
= +
e
~
∫
By(x, y, z)dz,
∂ϕm(x, y)
∂y
= − e
~
∫
Bx(x, y, z)dz. (1.28)
Die Koordinaten (x, y) liegen in der Bildebene und die z-Koordinate verläuft in Richtung der optischen
Achse, welche gleichzeitig der Projektionsrichtung entspricht.
Mitunter treten bei dieser Prozedur gröÿere Probleme auf, nach dem Wenden der Probe die gleiche
Probenorientierung wie zuvor wiederzunden. Das kann bei stark dynamisch streuenden Objekten zu
Abweichungen führen, da nach Dierenzbildung der rekonstruierten Phasen nicht nur der magnetische
Anteil übrig bleibt, sondern auch jener aus den unterschiedlichen dynamischen Phasenschiebungen (Gl.
1.23), die sich nicht korrigieren lassen. In dieser Situation kann es hilfreich sein, die Probe durch Kip-
pung und Einschalten des Objektivlinsenfeldes umzumagnetisieren, um in der magnetischen Phasen-
schiebung eine Vorzeichenänderung herbeizuführen [Dunin-Borkowski 1998]. Diese Methode ist aller-
dings nur wirksam, wenn durch die Ummagnetisierung mögliche magnetische Domänen nicht zerstört
werden und das Feld tatsächlich nur sein Vorzeichen ändert. Beide Methoden kommen im dritten Ka-
pitel zum Einsatz.
Abschlieÿend soll die Vielfalt der Elektronenholographie anhand einiger Anwendungen gezeigt und
neue Herausforderungen vorgestellt werden, denen sich u.a. diese Arbeit gestellt hat.
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1.2.3 Anwendungen und neue Herausforderungen
Die mittels Möllenstedt'schen Biprismas erzeugten Elektroneninterferenzen [Möllenstedt 1956] kamen
bereits in den Folgejahren zur Anwendung. Zum einen gab es erste Versuche, auf diesem Weg das in-
nere Potenzial einer Probe zu bestimmen [Möllenstedt 1957]. Diese wurden in der Folgezeit weiterhin
verfeinert [Keller 1961, Jönsson 1965]. Zum anderen fanden erste magnetische Messungen statt, die
zur Bestätigung des Ehrenberg-Siday-Aharonov-Bohm-Eektes führten [Möllenstedt 1962]. Weiterhin
konnte die Flussquantisierung in Supraleitern holographisch nachgewiesen werden [Wahl 1970]. Magne-
tische Dünnschichten wurden bereits im Jahre 1972 holographisch untersucht [Tonomura 1972]. Die Be-
stimmung von Oberächenrauhigkeiten konnte auf holographischem Wege durch die Verwendung eines
Spiegelinterferometers, basierend auf dem Henry-Castaing-Prinzip, realisiert werden [Lichte 1979]. In
den weiteren Jahren entwickelte sich eine Vielzahl von Anwendungen der Elektronenholographie, welche
an dieser Stelle nicht erschöpfend aufgeführt werden können. Diese gingen einher mit der immer besser
werdenden mikroskopischen Instrumentierung, v.a. hinsichtlich der Quellen, so dass in den 80er Jahren
die ersten Hologramme mit atomarer Auösung aufgenommen, rekonstruiert und aberrationskorrigiert
werden konnten [Lichte 1986]. Aber auch im mittleren Auösungsbereich gab es Fortschritte. So konnte
beispielsweise die Potenzialverteilung der Raumladungszone, welche sich in einem pn-Übergang aus-
bildet, mittels Holographie untersucht werden [Frabboni 1985, McCartney 1994a, Rau 1999]. Auch im
Bereich der holographischen Untersuchung von magnetischen Objekten sind weitere Anwendungen zu
verzeichnen, welche von den verbesserten experimentellen Gegebenheiten protieren [Tonomura 1992].
Als interessantes Beispiel sei hier die Untersuchung der Interaktion zwischen magnetischen Nano-
strukturen erwähnt [Dunin-Borkowski 1998a]. Es besteht nicht nur die Möglichkeit, Holographie im
Hellfeld, sondern auch im Dunkelfeld zu betreiben. Diese sogenannte Dunkelfeld-Holographie ermöglicht
die Untersuchung von Verspannungen im Kristallgitter [Hanszen 1986]. Die weiteren unermüdlichen
methodischen Entwicklungen führten in der Folgezeit zu einem immer besser werdenden Verständnis
der holographischen Transfereigenschaften des Mikroskops, so dass optimale Betriebsparameter für die
Elektronenholographie identiziert werden konnten. Damit rückte eine (vollständig interpretierbare)
Punktauösung von 0.1 nm in greifbare Nähe [Lichte 1993]. Als Beispiele seien hier zu nennen: Maxi-
mierung des übertragenen Informationsgehaltes durch Wahl eines optimalen Defokus [Lichte 1991] und
die Bestimmung der optimalen Biprismaposition, welche zum Ziel hat, mit minimaler Fadenspannung
einen gegebenen Streifenabstand und eine gegebene Hologrammbreite zu realisieren [Lichte 1996]. Der
Zugri auf die objektmodulierte Elektronenwelle ermöglicht neue Ansätze in der Materialanalytik; z.B.
kann nun Feinbereichsbeugung ohne Zuordnungsfehler mit Aperturen im Nanometer-Bereich durch-
geführt werden (numerical nanodiraction) [Lichte 1992a]. Die Kenntnis und Berücksichtigung der
wichtigsten Artefakte, welche sich in der experimentellen Umsetzung ergeben [Lichte 1996a], ist für die
Beantwortung der Frage which atom is where von vordergründiger Bedeutung [Linck 2006]. Die Ein-
führung des Cs-Korrektivs wirkte sich positiv auf das holographisch nutzbare Signal-/Rauschverhältnis
aus [Geiger 2007] und erlaubt vermöge der Korrektur von Restaberrationen faszinierende Einblicke in
Details der atomaren Ordnung [Linck 2012], welche zu einem tieferen Verständnis über die Struktur der
Materie führen. Nicht nur für die Hochauösung, sondern auch im Bereich der mittleren Auösung gibt
es richtungsweisende Fortschritte zu berichten, welche v.a. mit der Entwicklung und Automatisierung
der elektronenholographischen Tomographie einhergehen [Twitchett-Harrison 2007, Wolf 2010a]. Da-
mit lässt sich beispielsweise die dreidimensionale strukturelle Zusammensetzung binärer Nano-Drähte
anhand unterschiedlicher mittlerer innerer Potenziale auösen [Wolf 2011]. Auch das Cs-Korrektiv
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liefert einen Entwicklungsschub in der mittleren Auösung, da es mit ihm möglich ist, eine önungs-
fehlerkorrigierte Lorentzlinse zur realisieren, welche eine Ortsauösung von etwa 2 nm erreichen kann
[Linck 2010a]. Somit können magnetische Phasenschiebungen mit vorher nicht dagewesener lateraler
Auösung bei hinreichend guter Signalauösung rekonstruiert werden, wie im dritten Kapitel demon-
striert wird.
Neue Herausforderungen stellen sich unweigerlich mit dem wachsenden technischen Fortschritt der
Instrumentierung. Immer kleinere elektrische und magnetische Strukturen, führen zu immer kleineren
Phasenschiebungen, so dass deren Nachweis vom Signal-zu-Rauschverhältnis abhängt. Ein Ziel dieser
Arbeit besteht darin, das Rauschen zu quantizieren und mit geeigneter Methodik zu reduzieren, so
dass magnetische Strukturen mit lateralen Dimensionen von minimal 10 nm auch im Signal aufgelöst
werden können. Für die elektrischen Phasenschiebungen ist der Nachweis von Potenzialsprüngen an
ferroelektrischen Domänengrenzen infolge von Ladungskompensationsmechanismen eine Hürde, da es
sich um wenige 0.1-0.2 V handelt [Meyer 2002b]. In dieser Arbeit wurde eine 90o-Domänengrenze im
Kaliumniobat mit der entwickelten Methodik untersucht. Dabei konnte eine Phasenschiebung an dieser
Grenze rekonstruiert werden, welche einem Potenzialsprung von etwa 0.1 V entspricht (Kapitel 3).
Kapitel 2
Rauschen in der konventionellen
Elektronenholographie
Die Elektronenholographie bietet ein breites Spektrum von Anwendungsmöglichkeiten für die Bestim-
mung von elektromagnetischen Feldern und atomaren Strukturen. Bisherige methodische Arbeiten de-
cken weite Bereiche dieses Gebietes ab (Abschn. 1.2.3). Die immer stärker wachsende Nachfrage nach
quantitativ belastbaren Ergebnissen auf der Skala weniger Nanometer bis hin zum Sub-Ångström-
Bereich rückt die Frage nach den lokalen Fehlerbalken innerhalb rekonstruierter Amplituden- und
Phasenbilder in den Mittelpunkt. Einen Beitrag zu dieser Frage soll das vorliegende Kapitel lie-
fern. Hauptsächlich werden allgemeine Zusammenhänge abgeleitet, welche den Rauschtransfer aus
einem experimentellen Hologramm in die rekonstruierte Welle wiedergeben. Für die Anwendung die-
ser Zusammenhänge ist es zunächst wichtig, aus der Intensitätsverteilung eines Hologramms pixel-
weise das signalabhängige Rauschen im Ausgangskanal des Detektors zu bestimmen. Dieses Problem
läuft auf eine Modellierung der Rauschtransfereigenschaften des Detektors hinaus, v.a. wenn keine
praktisch realisierbare Möglichkeit besteht, zeitintensive und speicheraufwändige Serienaufnahmen zur
statistischen Bestimmung des Rauschens durchzuführen. Solche Situationen sind z.B. bei organischen
oder biologischen Objekten gegeben, die erhöhten Schädigungen durch den Elektronenstrahl ausgesetzt
sind und im Falle einer Serienaufnahme degradieren. Zeitaufgelöste Messungen dynamischer Prozesse
unterbinden ebenfalls langwierige statistische Auswertungen. Auch für die holographische Tomographie
[Wolf 2010a], welche sich zunehmenden Interesses erfreut, bieten derartige Rauschmodelle die Grund-
lage für die weitere Diskussion des Rauschtransfers durch tomographische Rückprojektionsalgorithmen
und damit für die Bestimmung des Rauschens im rekonstruierten Volumenelement.
Im ersten Abschnitt wird die algebraische Rekonstruktionsmethode vorgestellt und hinsichtlich ihrer
Rolle für den Transfer des Rauschens aus dem Hologramm in die rekonstruierte Welle diskutiert. Eine
besondere Bedeutung kommt dieser Methode zu, da sie unter bestimmten Voraussetzungen die Ab-
leitung bekannter analytischer Formeln für das Amplituden- und Phasenrauschen erlaubt, in denen
die entscheidenden Gröÿen für das Rauschen transparent zutage treten. Im anschlieÿenden Abschnitt
soll der allgemeinere Fall der Fourierraum-Rekonstruktion diskutiert werden, welcher auf numerische
Rechenvorschriften für das Rauschen im Seitenband führt und die algebraische Methode als Spezial-
fall einschlieÿt. Diese Methode erlaubt die Berechnung des Rauschens für beliebige Rekonstruktions-
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aperturen und wurde bisher noch nicht untersucht. Im darauolgenden Abschnitt soll der Einuss des
Detektors auf das Rauschen in den Blickpunkt gerückt werden und anhand neuester Rauschtransfer-
theorien ein einfaches Rauschmodell für das korrelierte Rauschen in einem O-Axis-Hologramm plau-
sibilisiert werden, welches experimentell im Weiteren veriziert wird. Für den Vergleich mit dem im
Experiment vorliegenden statistischen Rauschen, muss dieses zunächst zuverlässig gemessen werden.
Im Vordergrund stehen dabei Methoden zur Eliminierung wesentlicher systematischer Fehler, welche
im anschlieÿenden Abschnitt zusammengefasst sind. Schlussendlich wird das Rauschmodell anhand
statistisch ausgewerteter Serien von Leer- und Objekthologrammen veriziert und diskutiert.
2.1 Algebraische Rekonstruktionsmethode
Im folgenden Unterabschnitt wird die Rekonstruktion der mittleren Welle auf algebraischem Wege
vorgestellt, die im Wesentlichen auf der Lösung linearer Gleichungssysteme beruht. Der darauolgende
Unterabschnitt behandelt weiterführend die Fehlerfortpanzung durch diesen Rekonstruktionsprozess
und zeigt die Bedingungen auf, welche zu den oft verwendeten Lenz'schen Formeln zur Quantizierung
des Rauschens in Amplitude und Phase führen.
2.1.1 Rekonstruktion der Elektronenwelle im Ortsraum
Die lokale Auswertung des Streifenkontrastes und der Phasenlage innerhalb des Interferenzstreifen-
musters eines O-Axis-Hologramms ermöglicht die Bestimmung der Elektronenwelle in Form von Am-
plitude und Phase. Nach [Lehmann 1994] lässt sich dies auf algebraischem Weg für jedes Bildelement
durch Auswertung der Intensitätsverteilung innerhalb einer bestimmten Umgebung, die durch Nx×Ny
Bildelementen deniert ist, erreichen (Abb. 2.1). Die Ausdehnung dieser Umgebung ist damit ein di-
rektes Maÿ für die laterale Auösung einer rekonstruierten Welle.
Die diskret vorliegenden, gemessenen Intensitäten Imn werden an ein dreiparametrisches Modell an-
gepasst, welches die Modulationen im Zentral- und Seitenband lokal beschreibt. Diese drei Parameter
lassen sich als Zentralband N , Amplitude A und Phase ϕ interpretieren. Die entsprechenden lokalen
Rekonstruktionsformeln leiten sich durch Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate ab:
Nx∑
m
Ny∑
n
wmn (Imn − (N + 2A cos(γmn − ϕ)))2 → min. (2.1)
Es besteht die Möglichkeit einer zusätzlichen Gewichtung der einzelnen Summanden über die lokale Ma-
trix wmn, die beispielsweise unterschiedliches Rauschen der Pixel infolge unterschiedlicher Intensitäten
berücksichtigen kann, um somit die Rauscheigenschaften des Algorithmus zu verbessern [Meyer 1996].
Die Trägerfrequenz des Streifenmusters ~qc ist ein experimentell bestimmbarer Parameter und geht
durch γmn mit der objektbezogenen Pixelgröÿe dpix in die Rechnung ein:
γmn = πdpix
(
2m− 1
2n− 1
)
· ~qc. (2.2)
Die Verknüpfung des Klammerausdrucks mit der Trägerfrequenz ist als Skalarprodukt zu verstehen.
Dieser Parameter ist das Resultat der Integration des Signals über den Flächenbereich eines Bild-
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Abbildung 2.1: Prinzip der algebraischen Rekonstruktionsmethode: Für ein Bildelement im Hologramm
mit den Koordinaten (x0, y0) werden Amplitude und Phase durch Auswertung aller Intensitätswerte
Imn innerhalb des umliegenden Datenbereichs mit Nx ×Ny Pixeln ausgewertet.
elementes. Mit der hier verwendeten Parametrisierung ist es möglich, das Minimierungsproblem (2.1)
in ein lineares Gleichungssystem zu überführen, welches für jedes Bildelement schnell zu lösen ist. Für
jedes rekonstruierte Pixel ergibt sich dementsprechend die Form:
NX
Y
 =
W C1 S1C1 B1 B12
S1 B12 B2
−1PC
S
 . (2.3)
Die experimentell gemessenen Intensitäten gehen in den lokalen Vektor (P,C, S) ein. Für die genauen
Ausdrücke sei aus Gründen der Übersichtlichkeit auf den Anhang (A.2) verwiesen. Die zu invertierende
Matrix hängt lediglich vom lokalen Streifenmuster, welches durch γmn bestimmt ist, ab und ist ebenfalls
im Anhang A.2 genauer dargelegt. Der Lösungsvektor setzt sich aus Zentralband (N), Real- (X) und
Imaginärteil (Y ) der Welle zusammen. Es besteht hierbei die Annahme, dass diese Parameter in dem
Datenbereich konstant sind1. Je mehr Pixel in die Berechnung einbezogen werden, desto genauer lassen
sich diese Parameter bestimmen. Jedoch verschlechtert sich im Gegenzug die laterale Auösung der
rekonstruierten Bilder, so wie es qualitativ für jede holographische Rekonstruktionsmethode bekannt
ist.
Für den Fall, dass die Nyquist-Abtastrate kommensurabel zur Trägerfrequenz des Hologrammstreifen-
musters ist, nimmt die Koezientenmatrix Diagonalgestalt an und der lokale Lösungsvektor vereinfacht
sich erheblich:
1Dieses Modell lässt sich auf den Fall linearer oder quadratischer Sub-Pixelstrukturen prinzipiell erweitern. Es hat sich
allerdings kein merklicher Gewinn erwiesen, da zum einen die Anzahl der freien Parameter für eine lokale Rekonstruktion
ansteigt und zum anderen die entsprechenden Rekonstruktionsmatrizen weniger gut konditioniert sind, d.h. sich weniger
robust gegenüber verrauschten Daten zeigen.
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N =
1
NxNy
∑
m,n
wmnImn (2.4)
X =
1
NxNy
∑
m,n
wmnImn cos(γmn) (2.5)
Y =
1
NxNy
∑
m,n
wmnImn sin(γmn). (2.6)
Somit sind Real- und Imaginärteil der Elektronenwelle proportional zu den geraden und ungeraden
Fourierkomponenten des Signals mit der Trägerfrequenz ~qc. Die Amplituden- und Phasenverteilungen
ergeben sich folglich durch:
A =
√
X2 + Y 2 (2.7)
ϕ = arctan
Y
X
. (2.8)
Für die Berechnung der Phase wird numerisch auf die atan2 - Funktion zurückgegrien, welche
die Phase im Denitionsbereich von [−π, π) stetig ausgibt. Für den allgemeinen nichtkommensurablen
Fall müssen entweder die Nebendiagonalelemente von (2.3) zusätzlich berücksichtigt oder die Kommen-
surabilität durch gängige Interpolationsverfahren numerisch hergestellt werden. Mögliche Auswirkun-
gen, welche sich durch die Verletzung der Kommensurabilität auf die Quantizierung des Rauschens
ergeben, werden in Abschn. 2.5.1 untersucht.
Dieses einfache Summationsverfahren (2.4 - 2.6) ermöglicht nicht nur direkten Zugri auf Amplituden-
und Phaseninformationen, die in einem O-Axis-Hologramm enthalten sind, sondern liefert zudem
die bekannten analytischen Ausdrücke für die Varianzen von Amplitude und Phase nach F. Lenz
[Lenz 1988], wie im Folgenden skizziert wird.
2.1.2 Transfer des Rauschens durch den algebraischen Rekonstruktionsprozess
Da für die Messung nur eine endliche Anzahl von Elektronen zur Verfügung steht, ist die gemessene
Intensitätsverteilung unweigerlich dem Quantenrauschen unterworfen. Für den praktisch relevanten
Intensitätsbereich genügt dieses Rauschen der Poisson-Statistik. Es stellt sich die Frage, wie sich das
verrauschte Eingangssignal auf die Unsicherheiten der rekonstruierten Gröÿen auswirkt. Im Wesent-
lichen werden an dieser Stelle die Varianzen von Amplitude und Phase für den Fall eines idealen
Detektors diskutiert, die sich durch Fehlerfortpanzung aus den Real- und Imaginärteilen und ihren
Varianzen und Kovarianzen ergeben:
σ2A =
X2σ2X + Y
2σ2Y + 2XY cov(X,Y )
(X2 + Y 2)
(2.9)
σ2ϕ =
X2σ2Y + Y
2σ2X − 2XY cov(X,Y )
(X2 + Y 2)2
. (2.10)
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Die Varianzen des Realteils (X), Imaginärteils (Y ) und die Kovarianz der beiden Gröÿen sind durch σ2X ,
σ2Y und cov(X,Y ) = σXY gegeben. Zur Wahrung der Übersichtlichkeit soll lediglich der kommensurable
Fall diskutiert werden, so dass sich durch Anwendung der Fehlerfortpanzungsgesetze für relativ kleines
Rauschen (Anhang A.1) auf die Gleichungen (2.5) und (2.6) ein Zusammenhang zwischen den (Ko-)
Varianzen und der Eingangskovarianz ergibt. Dieser lässt sich kompakt durch
 σ2Xσ2Y
σXY
 = Nx,Ny∑
mm′,nn′
cov(Imn, Im′n′)~Γmm′,nn′ (2.11)
unter Verwendung des Koezientenvektors ~Γmm′,nn′ formulieren. Dieser setzt sich im Falle einer homo-
genen Wichtungsmatrix wmn wie folgt zusammen:
~Γmm′,nn′ =
1
(NxNy)2
cos(γmn) cos(γm′n′)sin(γmn) sin(γm′n′)
sin(γmn) cos(γm′n′)
 . (2.12)
Die Gröÿe cov(Imn, Im′n′) beschreibt die Kovarianz zweier Intensitäten, welche an den Pixeln der Indi-
zes (m,n) und (m′, n′) gemessen werden. Für zwei identische Pixel entspricht sie genau der statistischen
Varianz; für verschiedene Pixel dient sie als Maÿ für statistische Korrelationen. Derartige Korrelatio-
nen entstehen vorwiegend durch die Transfereigenschaften von üblichen Szintillator-basierten CCD-
Kameras. Die vollständige experimentelle Bestimmung dieser Gröÿe ist theoretisch möglich, kann aber
praktisch zu Problemen führen, die in [Lubk 2012] näher erläutert sind.
Lenz'sches Modell
Im Falle eines idealen Detektors ergibt sich für diese Gröÿe eine erhebliche Vereinfachung: Da hierbei
keine Korrelationen vorliegen und die pixelweise Varianz σ2mn nach der Poisson-Statistik dem gemes-
senen Mittelwert Imn näherungsweise entspricht, folgt für die Kovarianz des detektierten Signals:
cov(Imn, Im′n′) ≈ Imnδmm′δnn′ . (2.13)
Durch Einsetzen des nach (2.4 - 2.6) lokal angepassten Interferenzmusters:
Imn = N + 2X cos(γmn) + 2Y sin(γmn) (2.14)
in den Kovarianzausdruck (2.13) für den idealen Detektor ergeben sich im kommensurablen Fall unter
Verwendung von (2.11) die Ausdrücke für die (Ko-) Varianzen der Real- und Imaginärteile:
σ2X = σ
2
Y =
N
2NxNy
und σXY = 0. (2.15)
Die Kommensurabilität hat zur Folge, dass die Terme, welche den Real- und Imaginärteil als Vor-
faktor tragen, verschwinden. Damit wird klar, dass nur in diesem Fall die Varianzen des Real- und
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Imaginärteils lediglich von der Zentralbandintensität abhängen, nicht aber wie eigentlich vermutet von
den Erwartungswerten dieser Gröÿen selbst. Abweichungen von der Kommensurabilität oder von der
Annahme des unkorrelierten Poisson-Rauschens können hingegen zu zusätzlichen Abhängigkeiten füh-
ren, die sich in sehr umständlichen analytischen Ausdrücken äuÿern. Inwieweit diese kritisch für die
Gültigkeit der getroenen Annahmen sind, soll im Abschnitt 2.5 anhand experimenteller Untersuchun-
gen diskutiert werden.
Mit der Ersetzung 2A = µN mit µ als absolutem Kohärenzgrad ergeben sich für die Varianzen von
Amplitude und Phase die folgenden Ausdrücke:
σ2A =
N
2NxNy
σ2ϕ =
N
2NxNyA2
=
2
µ2NNxNy
. (2.16)
Unter Verwendung der gesamten Zentralbandintensität für den Bereich des rekonstruierten Pixels
Nrec = NNxNy ergibt sich die stets verwendete Lenz'sche Formel für die Standardabweichung der
Phasenschiebung:
σϕ =
√
2
µ2Nrec
. (2.17)
Aus ihr wird ersichtlich, dass das Rauschen im rekonstruierten Phasenbild von der Zentralband-
intensität und Seitenbandamplitude bestimmt wird. Dieser Zusammenhang hat nur exakte Gültigkeit
für den Fall, dass Trägerfrequenz und Abtastrate kommensurabel sind und unkorreliertes Poisson-
Rauschen im aufgezeichneten Hologramm vorliegt. Die Realität gewährleistet diese Umstände in der
Regel nicht, so dass es zwangsläug zu Abweichungen kommt. Gerade der Rauschtransfer durch den
Detektor hat maÿgeblichen Einuss auf die berechneten Standardabweichungen von Amplitude und
Phase (Abschn. 2.3). Im Abschnitt 2.5 soll experimentell gezeigt werden, inwieweit sich diese Abwei-
chungen auf die Abschätzung des Rauschens auswirken.
2.2 Rekonstruktionsmethode mittels Fouriertransformation
Ebenso wie der vorangegangene gliedert sich dieser Abschnitt. Zunächst folgt die Erläuterung der
Rekonstruktionsprozedur im Fourierraum und im Anschluss wird der Rauschtransfer durch diese Art
der Rekonstruktion abgeleitet.
2.2.1 Rekonstruktion der Elektronenwelle im Fourierraum
Die derzeit gängige Rekonstruktionsmethode geht auf die Arbeiten von H. Wahl [Wahl 1975] zurück.
Die Separation von Zentral- und Seitenbandinformation erfolgt dabei über Fourieranalyse des Inter-
ferenzstreifenmusters (1.11). Dieser Ansatz lässt sich sehr anschaulich auf einer optischen Bank demon-
strieren und war zu Zeiten, als die digitale Bildverarbeitung noch in den Kinderschuhen steckte, das ein-
zige Mittel zur experimentellen Rekonstruktion von Elektronenwellen [Möllenstedt 1968, Wahl 1974].
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Durch eine gezielte Phasenkippung im Ortsraum wird das Seitenband im Fourierraum zentriert und
dann mittels einer Filterfunktion B(~q) im Tiefpassbereich geltert. Mathematisch lässt sich diese Me-
thode unter Verwendung des Faltungssatzes wie folgt darstellen:
Ψ(~r) = A(~r) exp(iϕ(~r)) = [I(~r) exp(−2πi~qc~r)]⊗ PSFrec(~r). (2.18)
Die Punktverwaschungsfunktion PSFrec ergibt sich dabei als invers fouriertransformierte Filterfunktion
B(~q):
PSFrec(~r) = FT
−1[B(~q)]. (2.19)
In analoger Weise kann auch die Zentralbandintensität bestimmt werden:
N(~r) = I(~r)⊗ PSFrec(~r). (2.20)
Es besteht nun eine gewisse Freiheit in der Wahl der Filtermaske. Der eektive Radius der Filtermaske
bestimmt die laterale Auösung der rekonstruierten Welle. Je gröÿer der Maskenradius, desto höher
ist die Auösung und desto höher ist allerdings auch das in die Welle übertragene Rauschen. In Ana-
logie zur algebraischen Rekonstruktionsmethode entspricht ein groÿer Maskenradius im Fourierraum
kleineren rekonstruierten Pixeln im Ortsraum. Beide Methoden sind identisch, wenn die Maske B einer
Kardinalsinusfunktion entspricht, deren Nullstelle das Zentrum des Zentralbandes überdeckt, so dass
jenes nicht mehr in die rekonstruierte Welle übertragen wird.
Hinsichtlich der Rekonstruktionsprozedur liegen bereits viele Arbeiten vor. Ein wichtiger Aspekt hin-
sichtlich des Rauschtransfers ist jedoch noch nicht publiziert. Die Frage steht, inwieweit die bisher
allgemein verwendeten Formeln nach Lenz für eine beliebige Rekonstruktionsmaske Gültigkeit besit-
zen. Das Modell nach Lenz ist nämlich in zweierlei Hinsicht begrenzt. Erstens handelt es sich bei der
zugrundeliegenden Rekonstruktionsmethode um eine algebraische Methode und zweitens wird dabei
von unkorreliertem Poissonrauschen im aufgezeichneten Hologramm ausgegangen. Letzteres soll spä-
ter untersucht werden. Zunächst wird der Rauschtransfer durch die Fourier-Rekonstruktionsmethode
abgeleitet.
2.2.2 Rauschtransfer durch Fouriermethoden
Ausgangspunkt für die folgende Diskussion ist die rekonstruierte Welle, die nach (2.18) unter Verwen-
dung des Faltungssatzes mittels diskreter Fouriertransformation (siehe A.6, A.7) ihre explizite Form
in Abhängigkeit vom gemessenen Signal I(~r) ndet2:
Ψ(~r ′) =
1
N2p
∑
~r
∑
~q
I(~r)e−2πi~qc~rB(~q)e2πi~q(~r
′−~r). (2.21)
Die Konstante Np beschreibt die Anzahl der Pixel in einer Dimension. Das Signal I(~r) ist die fehler-
behaftete Gröÿe, deren Kovarianzen mittels der Fehlerfortpanzung durch die obige Formel propagiert
2Für den diskreten Fall bedeuten die Koordinatenvektoren: ~r = (x, y) mit x, y ∈ N und ~q = (qx, qy)/Np mit qx, qy ∈ N.
Damit ist Np die Periode im Ortsraum und die Zahl 1 die Periode im Fourierraum.
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werden sollen, um die entsprechenden Kovarianzen der rekonstruierten Welle zu erhalten. Mit den
expliziten Ausdrücken für die rekonstruierten Mittelwerte von Real- und Imaginärteil
X(~r ′) =
1
N2p
∑
~r
∑
~q
I(~r)B(~q) cos(2π~q(~r ′ − ~r)− 2π~qc~r)
Y (~r ′) =
1
N2p
∑
~r
∑
~q
I(~r)B(~q) sin(2π~q(~r ′ − ~r)− 2π~qc~r) (2.22)
ergeben sich unter Anwendung der Fehlerfortpanzung analog zu den bisherigen Betrachtungen die
folgenden Kovarianzen von Real- und Imaginärteil:
cov(X(~r ′1), X(~r
′
2)) =
1
N4p
∑
~r1,~r2
∑
~q1,~q2
cov(I(~r1), I(~r2))B(~q1)B(~q2)
· cos(2π~q1(~r ′1 − ~r1)− 2π~qc~r1) cos(2π~q2(~r ′2 − ~r2)− 2π~qc~r2) (2.23)
cov(X(~r ′1), Y (~r
′
2)) =
1
N4p
∑
~r1,~r2
∑
~q1,~q2
cov(I(~r1), I(~r2))B(~q1)B(~q2)
· cos(2π~q1(~r ′1 − ~r1)− 2π~qc~r1) sin(2π~q2(~r ′2 − ~r2)− 2π~qc~r2) (2.24)
cov(Y (~r ′1), Y (~r
′
2)) =
1
N4p
∑
~r1,~r2
∑
~q1,~q2
cov(I(~r1), I(~r2))B(~q1)B(~q2)
· sin(2π~q1(~r ′1 − ~r1)− 2π~qc~r1) sin(2π~q2(~r ′2 − ~r2)− 2π~qc~r2). (2.25)
Im Weiteren wird vorrangig Wert auf die Varianzen von Amplitude und Phase gelegt, die sich wiederum
durch Fehlerfortpanzung aus den Kovarianzen von Real- und Imaginärteil ergeben. Die Verallgemei-
nerung hin zu den Kovarianzen erfolgt analog und bleibt der Lesbarkeit halber dem interessierten Leser
überlassen. Unter weiterer Verwendung von (2.9) und (2.10) entstehen die entsprechenden Ausdrücke
für die lokalen Varianzen für Amplitude und Phase durch:
σ2A(~r) =
X2σ2X + Y
2σ2Y + 2XY cov(X,Y )
X2 + Y 2
σ2ϕ(~r) =
Y 2σ2X +X
2σ2Y − 2XY cov(X,Y )
(X2 + Y 2)2
. (2.26)
Die dafür nötigen Varianzen und Kovarianzen sind durch die Diagonalelemente der obigen Kovarianz-
matrizen von Real- und Imaginärteil
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σ2X = cov(X(~r), X(~r))
σ2Y = cov(Y (~r), Y (~r))
cov(X,Y ) = cov(X(~r), Y (~r)) (2.27)
gegeben. Eine handliche Formel für die Bestimmung der Phasendetektionsgrenze mittels des Fourier-
Rekonstruktionsprozesses lässt sich infolge der Unbestimmtheit der Maskenfunktion B in Verbindung
mit der Faltungsoperation nicht nden. Im Allgemeinen bleibt das Phasenrauschen vom Real- und
Imaginärteil sowie vom Zentralband abhängig. Die Auswertung von (2.26) erfolgt numerisch unter
Verwendung eines Rauschmodells für (2.23 - 2.25). Die Sinus- und Kosinussummen lassen sich mit-
tels Kombinationen von Fouriertransformationen und ihren Inversen ezient durchführen (Anhang
A.4). Im anschlieÿenden Abschnitt geht es als letzten Baustein um ein Modell zur Beschreibung der
Kovarianzmatrix der detektierten Intensität.
2.3 Ein Modell für die Kovarianzmatrix
Die Abschätzung des Rauschens in Amplituden- und Phasenbildern ist, wie in den vorangegangenen
Abschnitten ersichtlich, im Wesentlichen von der Kovarianzmatrix cov(I, I) des detektierten Signals
I abhängig. Diese Gröÿe ist der Tatsache geschuldet, dass zum einen zur Messung nur eine endli-
che Anzahl an Elektronen zur Verfügung steht und zum anderen der Signal- und Rauschtransfer zu
statistischen Korrelationen unterschiedlicher Pixel führt [Meyer 1998]. Im folgenden Unterabschnitt
soll eine neuartige Rauschtransfertheorie für eine CCD-Kamera eingeführt werden, welche den Signal-
und Rauschtransfer korrekt beschreibt. Anschlieÿend wird in Anlehnung daran ein Modell vorgestellt,
welches die gemessenen Intensitätsverteilungen mit den lokalen Kovarianzmatrizen verknüpft. Die ex-
perimentelle Verikation dieses Modells erfolgt später im Abschnitt 2.5.
2.3.1 Rauschtransfertheorie für eine CCD-Kamera
Die Kovarianzmatrix des detektierten Signals, welche für die korrekte Bestimmung von Amplituden-
und Phasenrauschen notwendig ist, lässt sich prinzipiell aus einer Serie von Aufnahmen für jedes Pi-
xel statistisch bestimmen. Allerdings ist diese Gröÿe von den individuellen Untersuchungsobjekten
abhängig und somit nicht zur Charakterisierung eines Detektors geeignet. Weiterhin ist eine Serien-
aufnahme, wie eingangs erwähnt, nicht für jede Untersuchung angebracht. Eleganter ist es daher, ein
Rauschmodell zu nden, welches sich aus einer Verknüpfung von einer Gröÿe, die den Rauschtransfer
durch den Detektor erfasst, mit dem gemessenen Signal ergibt. Wegweisend wurde dazu von T. Nier-
mann und A. Lubk eine Transfertheorie erarbeitet, die den Transfer des Rauschens im Eingangskanal
durch den Detektionsprozess anhand der Funktion NSF3 erklärt [Niermann 2012, Lubk 2012]. Diese
vierdimensionale Gröÿe ist eine Verallgemeinerung der bekannten Meyer'schen NTF4 [Meyer 2002] und
beschreibt die korrekte Übertragung der Varianzen σ2in(~r) eines als statistisch unkorreliert angenom-
menen Signals Iin(~r) vom Eingangskanal in den Ausgangskanal. Innerhalb dieser Theorie ergibt sich
3Engl. noise spread function.
4Engl. noise transfer function.
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für die Kovarianzmatrix cov(Iout(~r), Iout(~r ′)) des Signals Iout im Ausgangskanal in Abhängigkeit von
den Varianzen im Eingangskanal der folgende Zusammenhang:
cov(Iout(~r), Iout(~r
′)) = g2
∫
σ2in(~r
′′)NSF(~r − ~r ′′, ~r ′ − ~r ′′)d2r′′. (2.28)
Das Signal transformiert sich durch den Detektor über die Punktverwaschungsfunktion PSF5 nach der
Vorschrift:
Iout(~r) = g · PSF(~r)⊗ Iin(~r). (2.29)
Die Konstante g beschreibt die Elektronenkonversionsrate zwischen Anzahl der Elektronen im Ein-
gangskanal und den digitalen Werten im Ausgangskanal. Durch den Detektionsprozess kommt es neben
der Modulation des Signals auch zu einer Modulation der Varianzen, die sich in der Regel in einer Ände-
rung der absoluten Varianzen und in statistischen Korrelationen zwischen Signalen benachbarter Pixel
äuÿert. Daher muss das Rauschen im Ausgangskanal konsequenterweise durch eine vierdimensionale
Kovarianzmatrix beschrieben werden.
Die Rauschverwaschungsfunktion NSF lässt sich mittels des Verfahrens der Einzelpixelbeleuchtung
Iin(~r) = δ(~r) im Prinzip experimentell bestimmen [Lubk 2012] und kommt als neues Detektorcharak-
teristikum in Frage. Es lassen sich sehr anschaulich Korrelationsbereiche nden, welche direkt mit den
Streupfaden der Elektronen im Szintillator im Zusammenhang stehen und somit für die Optimierung
zukünftiger Detektoren eine entscheidende Rolle spielen können. Diese Gröÿe bietet gegenüber allen
bisherigen Betrachtungen den Vorteil, dass sie auch stochastische Prozesse beschreibt, die während der
Streuung der Elektronen im Szintillator stattnden und in der Regel zu einer Rauschverstärkung füh-
ren. Die Einzelpixelmessung zur Bestimmung jener Gröÿe hat aber den Nachteil, dass sie messbedingt
nicht nur den Rauschtransfer bei fester Beleuchtung erfasst, sondern auch noch durch systematische
Strahlverschiebungen im Subpixelbereich räumliche Fluktuationen aufgreift, die z.B. durch die Körnung
des Szintillatormaterials hervorgerufen werden. Diese sind wiederum für das eigentliche Bildrauschen
irrelevant, da hier der Strahl xiert ist und den Detektor homogen ausleuchtet. Die messbedingte In-
tegration über den Bereich eines Pixels hebt diese Fluktuationen auf. Damit führt die Bestimmung
der Varianzen aus Einzelpixelmessungen zu systematischen Überabschätzungen der gesuchten (Ko-)
Varianzen [Lubk 2012]. Aus diesem Grund ist es zweckmäÿig, den Detektor durch eine xierte homo-
gene Beleuchtung zu charakterisieren und darauf aufbauend ein Rauschmodell zu entwickeln. Das ist
Gegenstand des folgenden Unterabschnittes.
2.3.2 Ein Modell für die Bestimmung der Kovarianzen gemessener Signale
Ziel der folgenden Überlegungen ist es, einen phänomenologischen Zusammenhang zwischen gemesse-
ner Intensität und gesuchter Kovarianzmatrix herzustellen. Die Transfereigenschaften des Detektors
werden dabei durch Messungen bei homogener Beleuchtung charakterisiert.
5Engl. point spread function.
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a)       b)  
Normierte Kovarianzen der Ausgangssignale homogen beleuchteter Kameras
Abbildung 2.2: Kovarianz-zu-Signal-Verhältnisse CSRhomo für die CM200 - Kamera (a) und TECNAI
(1k × 1k) - Kamera (b). Bestimmung erfolgt durch Auswertung von jeweils 100 homogen beleuchteten
Aufnahmen unter Verwendung des Wiener-Khinchin-Theorems A.3.2.
Die homogene Beleuchtung eines homogenen Detektors führt konsequenterweise dazu, dass die Vari-
anzen im Eingangskanal ortsunabhängig sind (σ2in(~r) = σ
2
in). Für diese Art der Beleuchtung lässt sich
die Kovarianzmatrix unter Verwendung von (2.28) entsprechend faktorisieren:
cov(Iout(~r), Iout(~r
′)) = g2σ2in
∫
NSF(~r − ~r ′′, ~r ′ − ~r ′′)d2r′′ = g2σ2in · iNSF(~r − ~r ′). (2.30)
Die Integration lässt sich nun direkt über die NSF ausführen. Daraus ergibt sich eine integrierte NSF
(iNSF), welche folglich explizit ortsunabhängig ist. Als experimentell messbare Gröÿe für die Charak-
terisierung eines homogen ausgeleuchteten Detektors lässt sich im Weiteren das Kovarianz-zu-Signal-
Verhältnis (CSRhomo) denieren:
CSRhomo(∆~r) :=
〈cov(Iout(~r), Iout(~r + ∆~r))〉
〈Iout(~r)〉
=
g2〈σ2in〉
〈Iout〉
· iNSF(∆~r) = g · iNSF(∆~r)︸ ︷︷ ︸
direkt messbar
. (2.31)
Diese Gröÿe setzt die mittlere Kovarianzmatrix des homogenen Ausgangssignals mit dem mittleren
Ausgangssignal ins Verhältnis. Für die hier untersuchten Kameras sind die experimentell bestimmten
Kovarianz-zu-Signal-Verhältnisse in Abb. 2.2 eindimensional dargestellt. Die Nullkomponenten entspre-
chen den Verhältnissen aus statistisch bestimmten Varianzen und gemessenen Signalen. Alle anderen
Werte beschreiben die Korrelationen zwischen den Pixeln in Abhängigkeit von ihren relativen Ab-
ständen ∆x. Bemerkenswert sind die erheblichen Unterschiede in der Skalierung zwischen den beiden
Kameras.
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Unter Verwendung der Poisson-Statistik zeigt sich, dass das Kovarianz-zu-Signal-Verhältnis für die ho-
mogene Beleuchtung der integrierten NSF proportional ist (σ2in = Iin = Iout/g). Für den inhomogenen
Fall (z.B. in Anwesenheit eines Objektes) ist das nicht mehr exakt gegeben, da nun die Signale und
deren Kovarianzen ortsabhängig sind. Das hat zur Folge, dass über die Eingangsvarianzen integriert
werden muss und dass zwischen Iin und Iout der Zusammenhang (2.29) gilt. Sind jedoch die gemesse-
nen Intensitätsverteilungen innerhalb des vorgegebenen Korrelationsbereichs näherungsweise konstant,
lässt sich mit der integrierten NSF eine Näherung für den Zusammenhang zwischen Kovarianzmatrix
des gemessenen Signals Iout(~r) und den entsprechenden Varianzen des Eingangsignals σ2in nden (2.30):
cov(Iout(~r), Iout(~r + ∆~r)) ≈ g2σ2in(~r) · iNSF(∆~r) = gσ2in(~r) · CSRhomo(∆~r). (2.32)
Die Gültigkeit von (2.32) ist im Wesentlichen durch die Form von σ2in(~r) und NSF bedingt. Im Falle ei-
nes idealen Detektors (NSF = δ(~r)δ(~r ′)) gilt dieser Zusammenhang ebenso wie für homogene Eingangs-
varianzen exakt. Für konventionelle Anwendungen und reale Detektoren gilt (2.32) in der Regel nicht.
Durch Multiplikation werden gegenüber der (Doppel-) Faltung im Falle periodisch oszillierender Signa-
le die Maxima der Eingangsvarianzen überschätzt und die Minima entsprechend unterschätzt. Daher
ist es besser, die Eingangsvarianzen nicht aus dem detektierten Signal Iout(~r) durch Entfalten von der
PSF zu bestimmen, sondern das detektierte Signal selbst zu verwenden (σ2in(~r) = Iin(~r) ≈ Iout(~r)/g).
Das hat zur Folge, dass der Überschätzung der Maxima und der Unterschätzung der Minima, welche
durch die Faktorisierung in (2.32) bedingt sind, entgegengewirkt wird. Damit lässt sich die gesuchte
Kovarianz mit der gemessenen Intensität auf einfache Weise näherungsweise verknüpfen:
cov(Iout(~r), Iout(~r + ∆~r)) ≈ I(~r) · CSRhomo(∆~r). (2.33)
Das ist das Modell für die weiteren Untersuchungen zum Rauschen holographisch rekonstruierter
Amplituden- und Phasenbilder. Der Vergleich mit dem Experiment zeigt, dass es zuverlässige Vorher-
sagen über das Rauschen der rekonstruierten Gröÿen erlaubt. Ein Grund für das Funktionieren dieses
Ansatzes besteht darin, dass für die Bestimmung des Rauschens von Amplitude und Phase nicht die
Kovarianz eines Pixels (die folglich fehlerbehaftet ist), sondern alle Pixel innerhalb des rekonstruierten
Pixelbereichs eingehen. Auf diese Weise besteht die vorteilhafte Möglichkeit, dass im Falle eines peri-
odisch oszillierenden Signals, wie innerhalb eines Hologramms vorliegend, diese verbleibenden Über-
und Unterabschätzungen weitgehend kompensiert werden. Folglich ist dieser Ansatz und damit das
Rauschmodell (2.33) nur in Verbindung mit der Rauschpropagation durch den (o-axis-) holographi-
schen Rekonstruktionsprozess zu rechtfertigen. Im Allgemeinen muss daher auf die Bestimmung der
Kovarianzen durch Gl. 2.28 verwiesen werden.
Das Kovarianz-zu-Signalverhältnis muss für die weiteren Untersuchungen unabhängig von der Inten-
sität des detektierten Signals sein, damit es als Umrechnungsfaktor von Intensität und Kovarianz im
Ausgangssignal funktionieren kann. Für den normalerweise verwendeten Messbereich sind diese Grö-
ÿen in der Regel für kommerzielle Detektoren weitgehend konstant, wie es in der Literatur bereits
gezeigt wurde [Weickenmeier 1995]. Die Nullkomponenten von CSRhomo wurden in Abhängigkeit von
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CM 200 TECNAI 2k x 2k
a)      b)
Abbildung 2.3: Nullkomponenten von CSRhomo (Varianz / Mittelwert) in Abhängigkeit von der In-
tensität für die CM200- Kamera. Belichtungszeit 3s, Intensität variiert durch Änderung der C2-
Linsenanregung, Gain-Referenz, Level 3. a) CM200-Kamera b) TECNAI-Kamera (2k×2k) Die Kurven
zeigen die Unabhängigkeit von CSRhomo(0) über einen weiten Intensitätsbereich.
der Stromdichte (Variation der Kondensor C2-Linse) bei konstanter Belichtungszeit bestimmt und ex-
emplarisch für die CM200-Kamera und TECNAI-Kamera (2k×2k, neues Modell) in Abbildung 2.3
dargestellt. Lediglich für kleinere Intensitäten (I < 200) ist ein stärkerer Anstieg zu verzeichnen, der
einer Erhöhung der Varianzen relativ zu den Mittelwerten gleichkommt und wesentlich durch in diesem
Bereich überwiegendes Ausleserauschen in der Kamera verursacht wird. Auch die Nebendiagonalen der
mittleren integrierten NSF verhalten sich in ähnlicher Weise (hier nicht gezeigt).
2.4 Experimentelle Bestimmung des Rauschens
Zur Verikation des Rauschmodells und des Rauschtransfers durch den Fourier-Rekonstruktionsprozess
ist die experimentelle Bestimmung des Rauschens in den rekonstruierten Phasen- und Amplituden-
bildern erforderlich. Dazu werden Hologrammserien aufgenommen und für jedes Pixel die holographisch
rekonstruierten Gröÿen statistisch ausgewertet. Gerade bei der Phase zeigen sich Probleme, welche im
folgenden Unterabschnitt diskutiert werden. Anschlieÿend werden verschiedene systematische Fehler
betrachtet, die während einer Serienaufnahme von Hologrammen mit Objekt auftreten können und im
Anschluss numerisch korrigiert werden müssen. Damit soll sichergestellt werden, dass tatsächlich nur
das durch den Detektions- und Rekonstruktionsprozess transferierte Poissonrauschen gemessen wird.
2.4.1 Phasen- oder Wellenmittelung?
Die Messung von Varianzen erfordert in üblicher Weise die Nz-fache Wiederholung des Experiments
unter gleichen Bedingungen. Die lokale Verteilung des Rauschens über das Kameragesichtsfeld wird
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direkt durch die pixelweise Auswertung der Varianzen von serienweise rekonstruierten Amplituden und
Phasen in bekannter Weise bestimmt:
σ2A(~r) =
1
Nz − 1
Nz∑
k=1
(
Ak(~r)− Ā(~r)
)2
, mit Ā(~r) =
1
Nz
Nz∑
k=1
Ak(~r)
σ2ϕ(~r) =
1
Nz − 1
Nz∑
k=1
(ϕk(~r)− ϕ̄(~r))2 , mit ϕ̄(~r) =
1
Nz
Nz∑
k=1
ϕk(~r) (2.34)
Aufgrund der Natur einer Welle kann diese Wahl der Varianzenbestimmung ungünstig sein, vor allem
wenn es zu unkorrigierbaren Phasensprüngen kommt, die aufgrund einer statistischen Schwankung des
globalen Phasenosets in ihrer Position schwanken. Da diese Sprünge zwischen 0 und 2π verlaufen,
führt die Anwendung obiger Formeln zu stark überhöhten Varianzen in Umgebung der Phasensprünge,
die nicht den eigentlichen statistischen Phasenvarianzen entsprechen (Abb. 2.4 (1b)).
Ein der Natur der Welle angepasstes Mittelungsverfahren basiert auf der Mittelung der Welle, d.h. der
Mittelung von Real- und Imaginärteil. Somit werden Unwägbarkeiten hinsichtlich auftretender Phasen-
sprünge vermieden (Abb. 2.4 (2b)). Weiterhin ist diese Methode adäquat bezüglich des eigentlichen
holographischen Aufzeichnungsprozesses, bei welchem die Welle über die Aufnahmezeit integriert wird
[Lubk 2009b]. Somit entspricht diese Methode direkt einer virtuellen Verlängerung der Belichtungs-
zeit. Die aus einer Serie von rekonstruierten Wellen zu ermittelnden (Ko-)Varianzen von Real- und
Imaginärteil ergeben sich analog durch:
σ2X(~r) =
1
Nz − 1
Nz∑
k=1
(
Xk(~r)− X̄(~r)
)2
, mit X̄(~r) =
1
Nz
Nz∑
k=1
Xk(~r)
σ2Y (~r) =
1
Nz − 1
Nz∑
k=1
(
Yk(~r)− Ȳ (~r)
)2
, mit Ȳ (~r) =
1
Nz
Nz∑
k=1
Yk(~r)
cov(X(~r), Y (~r)) =
1
Nz − 1
Nz∑
k=1
(
Xk(~r)− X̄(~r)
) (
Yk(~r)− Ȳ (~r)
)
(2.35)
Mittels Fehlerfortpanzung lassen sich unter Verwendung von (2.26) daraus die Varianzen von Amplitu-
de und Phase bestimmen. Da durch dieses Mittelungsverfahren die Absicht besteht, die Signalauösung
der gemittelten Phase und Amplitude zu verbessern, sind für die weiteren Fehlerbetrachtungen die
Standardabweichungen der Mittelwerte von vordergründigem Interesse. Diese ergeben sich aus den
Quadratwurzeln der ermittelten Varianzen dividiert durch die Anzahl der Hologramme pro Serie (Nz)
und tragen zur besseren Unterscheidung den zusätzlichen Index n.
σAn =
√
σ2A/Nz und σϕn =
√
σ2ϕ/Nz (2.36)
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Mittelwert der Phase Standardabweichung1a)                                                 1b)
2a)                                                  2b)Phase der gemittelten Welle Standardabweichung
Abbildung 2.4: Auswirkung der direkten Phasenmittelung (1a) im Vergleich zur Phase der gemittelten
Welle (2a) in Gegenwart von Phasensprüngen. Unvermeidbare Unsicherheiten im Phasenoset und
in der Phasenkippung führen zu Verschiebungen der Phasensprünge, die stark überhöhte Standard-
abweichungen zur Folge haben (weiÿe Linien in (1b) im Vergleich zu (2b)). Probe: magnetische
BaFe12O19-Nanoteilchen präpariert von R. Huhle. Aufgenommen am Philips CM200 - Lorentzmodus.
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2.4.2 Systematische Fehler
Der Vergleich zwischen theoretisch und experimentell bestimmtem statistischen Rauschen ist nur unter
Ausschluss oder zumindest weitgehender Unterdrückung systematischer Fehler zuverlässig durchführ-
bar. Zur Demonstration der unvermeidlichen systematischen Abweichungen sind exemplarisch die Ver-
läufe der holographischen Kenngröÿen (mittlere Intensität pro Pixel N , Streifenkontrast und -abstand
µ, s) während einer Serienaufnahme von 100 Hologrammen in Abbildung 2.5 dargestellt.
Abbildung 2.5: Typischer Verlauf der holographischen Kenngröÿen (Zentralbandintensität N , Streifen-
kontrast µ, Streifenabstand s während der Aufnahme einer Serie von 100 Leerhologrammen
(CM200). Unstetigkeiten weisen auf die Beleuchtungskorrektur hin. Es ergeben sich die Mittelwerte:
N̄ = 281.2± 0.6, s̄ = 5.0553± 0.0001, µ̄ = 0.215± 0.002.
Von den insgesamt 100 Hologrammen konnten 4 Hologramme als Ausreiÿer identiziert werden mit
Kontrastwerten von unter 10 %. Die Werte für Intensität und Streifenabstand unterliegen graduel-
len Änderungen, die wesentlich durch Beleuchtungsdrift und Instabilität der Fadenspannung zustande
kommen. Im Verlauf der Serienaufnahme wurde die Beleuchtung nachjustiert, was entsprechende Un-
stetigkeiten zur Folge hat. Gerade die Drift der Beleuchtung kann fatale Konsequenzen haben, wenn
nichtisoplanatische Aberrationen hinzukommen, wie es bei der Lorentzlinse aufgrund von divergenten
Beleuchtungsbedingungen der Fall ist. Daraus sich ergebende, räumlich sich auf unterschiedliche Weise
ändernde Aberrationen sind in der Regel nur für spezielle Fälle korrigierbar (z.B. bei reiner Ände-
rung der anisotropen Vergröÿerung). Weiterhin kommen im Wesentlichen die Drift der Objekt- und
Biprismaposition als systematische Unsicherheiten hinzu. Die weitgehende Unterdrückung systemati-
scher Fehler setzt bestmögliche instrumentelle Stabilität voraus. Spürbar sind insbesondere Instabilitä-
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ten in den Kühlwasserkreisläufen und der Luftkühlung. Experimentell einwandfreie Hologrammserien
können mitunter nur durch erheblichen mehrstündigen Zeitaufwand realisiert werden, der gröÿtenteils
für die Stabilisierung von Beleuchtung, Proben- und Biprismahalter aufgebracht werden muss.
Korrektur der Objektverschiebungen
Relative Unterschiede in den Objektpositionen lassen sich numerisch oder von Hand durch Vergleichen
und Minimieren der Abweichungen identizieren und korrigieren. Zur numerischen Korrektur stehen
Algorithmen zur Verfügung, die auf Auswertung der (Phasen-) Kreuzkorrelation von zwei zueinander
verschobenen Bildern beruhen. Diese Funktionen sind für den Nutzer im Triebenberg-Softwarepaket
implementiert [Wolf 2012]. Feine Objektdriftkorrektur im Subpixelregime lässt sich meist durch nicht-
lineare Anpassung (Levenberg-Marquardt, etc.) mit den relativen Verschiebungen als freie Parame-
ter und der pixelweisen quadratischen Abweichung zwischen zwei Bildern als Zielfunktion erreichen
[Niermann 2012a]. Es ist meist empfehlenswert, diese feine Korrektur zusätzlich durchzuführen, wie
die folgenden Beispiele zeigen (Abb. 2.6 und 2.7).
Wesentlich für das Gelingen der Objektdriftkorrektur im Phasenbild ist die nachträgliche Eliminierung
von ortsfesten Phasenverzeichnungen, die durch Defekte im Gesichtsfeld der Kamera entstehen und
durch Driftkorrektur in Bewegung geraten. Dazu wird in üblicher Weise die rekonstruierte Objektwelle
ψ1 = A1 exp(iϕ1) durch eine Leerwelle ψ0 = A0 exp(iϕ0) dividiert [Lichte 1996a]. Für die Varianzen
von normierter Amplitude und korrigierter Phase folgt entsprechend der Fehlerfortpanzung:
σ2A =
1
A20
σ2A1 +
A21
A40
σ2A0 (2.37)
σ2ϕ = σ
2
ϕ1 + σ
2
ϕ2. (2.38)
Ebenso ist es empfehlenswert, Fresnel'sche Beugungssäume des Interferenzmusters durch geeigne-
te holographische Grundeinstellungen am Mikroskop zu minimieren oder diese nachträglich mittels
Fourierlterung zu reduzieren, da sich deren Driftbewegung von der Objektdriftbewegung im Allge-
meinen unterscheidet und beides somit nicht in gleicher Art korrigiert werden kann. Mitunter driftet
das Biprisma auch reproduzierbar in eine bestimmte Richtung. In diesen Fällen ist es möglich, für die
aufeinanderfolgende Aufnahme von Objekt- und Leerhologrammserie das Biprisma auf die gleiche Art
driften zu lassen. Nach der Wellennormierung hebt sich bereits ein wesentlicher Anteil der Frensel'schen
Beugungssäume vor allem in den Vakuumbereichen auf, welche später als Referenz zur Bestimmung
von Phasenoset und -kippung wichtig werden.
Korrektur von Phasenoset und Phasenkippung
Weiterhin können Phasenosets und -kippungen für einen frei wählbaren Referenzbereich mittels der
Phase-tools des Triebenberger Softwarepaketes innerhalb einer Serie aufeinander abgeglichen wer-
den [Wolf 2012]. Diese Funktion beruht auf der lokalen Bestimmung von Phasenoset und -kippung
und funktioniert in objektfreien Bereichen sehr gut. Kommen allerdings Objektinformationen oder
uktuierende Phasenschiebungen durch elektrostatische Auadungen hinzu, ist die Bestimmung dieser
Parameter fehlerbehaftet. Dies kann dazu führen, dass die Korrektur von Phasenoset und -kippung
48 KAPITEL 2. RAUSCHEN IN DER KONVENTIONELLEN ELEKTRONENHOLOGRAPHIE
Grobe Driftkorrektur
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Abbildung 2.6: Auswirkungen der Objektdriftkorrektur auf die Standardabweichungen von Amplitude
(a) und Phase (b) der BaFe12O19-Nanoteilchen aus Abb. 2.4: Grobe Driftkorrektur (1) und Subpixel-
Driftkorrektur (2). Horizontale Pfeile zeigen das Verschwinden der Objekt-Konturen als Kriterium für
eine befriedigende Driftkorrektur. Vertikale Pfeile deuten auf systematische Fehler durch Änderung der
dynamischen Streuung am sich bewegenden Objekt.
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Abbildung 2.7: Auswirkungen der Driftkorrektur auf die Standardabweichungen in Amplitude und
Phase an einem Beispiel aus der hochauösenden Holographie. (1) gemittelte Welle: (a) Amplitu-
de und (b) Phase und die ermittelten Standardabweichungen nach grober Driftkorrektur (2) und
Subpixel-Driftkorrektur (3). Weiÿe Pfeile deuten auf das partielle Verschwinden von Objektinformation
in den Standardabweichungsbildern durch Subpixel-Driftkorrektur hin. Ein gewisser Anteil an Objekt-
informationen bleibt jedoch erhalten u.a. aufgrund von Fluktuationen der atomaren Positionen im
Objekt. (4) Ausschnitt aus der Phasenserie (Quadrat in 1b) verdeutlicht die Variation des Phasen-
signals an den Atompositionen im Verlauf der Serienaufnahme.
50 KAPITEL 2. RAUSCHEN IN DER KONVENTIONELLEN ELEKTRONENHOLOGRAPHIE
nur noch lokal gültig ist, wie anhand des folgenden Beispiels verdeutlicht werden soll. In Abbildung
2.8 sind die aus einer Serie von 20 Hologrammen bestimmten mittleren Amplituden- und Phasenbilder
dargestellt. Für die Ermittlung der Standardabweichung der Phase wurden Phasenoset und -kippung
anhand dreier verschiedener, weitgehend homogener Referenzbereiche korrigiert (siehe weiÿe Quadra-
te). Das Ergebnis ist, dass sich diese systematischen Fehler nur lokal minimieren lassen, so dass die
Standardabweichung nur in Umgebung dieser Referenzbereiche (σϕn ≈ 0.02 rad) dem eigentlichen sta-
tistischen Phasenrauschen am nächsten kommt. Dieses Problem ist vor allem dann gegeben, wenn kein
ausreichend groÿer, feldfreier Vakuumbereich im Gesichtsfeld zur Verfügung steht, so dass eine sichere
Bestimmung von Oset und Kippung in kritischem Maÿe fehlerbehaftet sein kann.
Korrektur von Beleuchtungsdrift
Eine Drift der Beleuchtung kann je nach holographischer Grundeinstellung des Mikroskops unter-
schiedliche Auswirkungen haben. Zunächst kann es in der Amplitude zu einer Änderung der globalen
Skalierung kommen. Ist die Objektwelle mittels Leerwelle normiert [Lichte 1996a], zeigt sich diese
Änderung im Vakuumreferenzbereich (falls vorhanden) durch eine Abweichung vom Wert eins. We-
sentlich problematischer sind Auswirkungen aufgrund von induzierten Aberrationen, die sich durch bei
Beleuchtungsdrift auftretenden Strahlverkippungen ergeben können. Im Hochauösungsbereich las-
sen sich diese mittels geeigneter nichtlinearer Anpassungsalgorithmen aufgrund weitgehend gültiger
Isoplanasie für niedrige Ordnungen (Defokus, zweizähliger Astigmatismus) reduzieren. Im Falle von
divergenter Beleuchtung im Lorentzmodus sind diese induzierten Aberrationen nicht mehr in einem
vernünftigen Zeitrahmen korrigierbar. Hinzu kommen Verzeichnungen, die zumindest teilweise reduziert
werden können, sofern es sich um solche globaler Natur handelt, wie z.B. anisotrope Vergröÿerungen.
Die Schwierigkeit bei der numerischen Korrektur der driftenden anisotropen Vergröÿerung besteht dar-
in, dass in diesem Fall fünf Parameter nichtlinear angepasst werden müssen. Und zwar sind das zwei
Parameter, die die Vergröÿerungen in zwei unabhängige Richtungen bestimmen, ein Winkel, der diese
Richtungen deniert, und zwei Parameter für die relative korrekturinduzierte Bildverschiebung. Dieser
Parameterraum ermöglicht viele lokale Minima, in die ein Optimierungsalgorithmus fälschlicherweise
hineinlaufen kann. Als Beispiel für die partiell erfolgreiche Korrektur von Verzeichnungen sei nochmals
die Serie, die den Ergebnissen von Abbildung 2.8 zugrunde liegt, betrachtet. Zum Vergleich sind in
Abbildung 2.9 die ermittelten Standardabweichungen von Amplitude und Phase ohne (a) und mit
Verzeichnungskorrektur (b) gegenübergestellt. Der wesentliche Unterschied zeigt sich an den Objekt-
kanten im oberen Bereich. Die vorherige Verzeichnungskorrektur führt zu einer lokalen Herabsetzung
der Standardabweichungen in diesen Bereichen (siehe weiÿe Pfeile). Entscheidend bei diesen Korrektur-
schritten ist die Frage nach Nutzen pro Aufwand. Gerade die Verzeichnungskorrektur ist nur dann
wichtig, wenn Interesse an den Informationen im Bereich von Objektkanten besteht. Für groÿächige
Informationen sind diese Maÿnahmen unnötig.
Objektbedingte systematische Fehler
Eine Reihe von systematischen Fehlern ist direkt durch das Objekt infolge der Wechselwirkung mit dem
Elektronenstrahl bedingt; diese lassen sich nicht nachträglich korrigieren. Dazu zählen uktuierende
Auadungen, Degradation der Probe durch den Elektronenstrahl, aber auch dynamische Eekte, die
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1a)                                      1b)
2a)                                    2b)                                     2c)
Abbildung 2.8: Mittleres Amplituden- (1a) und Phasenbild (1b) einer partiell prozessierten Halbleiter-
struktur (Dr. H.-J. Engelmann, ehem. AMD Dresden). Aus einer Serie von 20 Hologrammen bestimmte
Standardabweichungen der mittleren Phase (2a-2c) mit vorheriger Korrektur von Phasenoset und
-kippung anhand verschiedener Referenzbereiche (weiÿe Quadrate). Das Phasenrauschen lässt sich
in diesem Fall nur lokal minimieren (siehe dunkle Bereiche). Aufgenommen am Philips CM200 im
Lorentzmodus.
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Standardabweichungen Amplitude
Standardabweichungen Phase
Ohne Verzeichnungskorrektur Mit Verzeichnungskorrektur
1a)             1b)
2a)             2b)
Abbildung 2.9: Standardabweichungen der Amplituden- (1) und Phasenbilder (2) der rekonstruierten
Welle aus Abb. 2.8 berechnet ohne (a) und mit (b) vorheriger numerischer Verzeichnungskorrektur
(anisotrope Vergröÿerung). Hauptunterschiede sind an den Kanten auszumachen (weiÿe Pfeile).
2.4. EXPERIMENTELLE BESTIMMUNG DES RAUSCHENS 53
sich dann bemerkbar machen, wenn ein nahe einer Zonenachse orientiertes Objekt die Orientierung
im Verlauf der Serienaufnahme ändert. Das passiert häug bei Teilchen, welche auf Trägerfolien liegen
und mit zunehmender Strahlenschädigung der Probenstelle an Stabilität verlieren. Das erklärt bei-
spielsweise die groÿächigen Überhöhungen der Abweichungen in Abbildung 2.6 (vertikale Pfeile). Zur
Vermeidung dieser systematischen Fehler sind verschiedene Maÿnahmen hilfreich: Gegen Auadungen
des Objekts hat sich in der Regel die Bedampfung des Objekts mit einer dünnen Kohlenstoschicht
bewährt. Degradierung der Probe durch Strahlenschädigungen ist durch Reduzierung der Dosis und
Dosisleistung, mitunter aber auch der Beschleunigungsspannung vermeidbar. Orientierungssensitive
dynamische Eekte können umgangen werden, wenn das Objekt (sofern möglich und sinnvoll) in kine-
matische Bedingungen gekippt werden kann.
Bemerkung
Es drängt sich der Verdacht auf, dass man durch beliebig lange Serien die Detektionsgrenzen von
Amplitude und Phase beliebig herabsetzen kann, wie derzeitige Schlagzeilen frohlocken [Völkl 2010].
Das Problem besteht allerdings darin, dass die Interpretation genauerer Messungen eines Objektes
ein entsprechend hohes Maÿ an Deniertheit desselben verlangt. Wenn beispielsweise zur Vermei-
dung von Auadungen das Objekt mit Kohlensto bedampft wird, entsteht ein Kohlelm, der das
Objekt in undenierter Weise und bei einer Phasenpräzision von 2π/1000 denitiv messbar verän-
dert. So kann nicht mehr unterschieden werden, ob es die chemische Bindung ist oder es sich um
Oberächenkontaminationen handelt, welche das Signal zwischen benachbarten Atomen ausmacht.
D.h. die routinemäÿige Nutzung solcher Signalauösungsbereiche erfordert erhöhte und heutzutage
noch nicht realisierte Anforderungen an die Proben und an das Vakuum. In Betracht kommen da-
für insitu-Probenpräparation unter UHV und Helium-Kühlung des Objektbereichs einschlieÿlich der
Objektivlinsen zur Vermeidung von Probendegradation und zur Reduktion thermischer Schwingungen
der Atome. Diese Punkte gehören zu den notwendigen zukünftigen Entwicklungen, um die mit der heu-
tigen Instrumentation erreichten Auösungs- und Stabilitätsgrenzen auch vollständig auszuschöpfen zu
können.
Zusammenfassung
Abschlieÿend soll eine kurze Zusammenfassung über die wesentlichen systematischen Fehler dargelegt
werden, welche eine verlässliche Bestimmung des Rauschens im Objekt unterbinden.
• Instabilitäten in der Beleuchtung, des Proben- und Biprismahalters, sowie der Aberrationen.
• Instabilität des Phasenosets durch relative Verschiebungen zwischen Objekt und Biprisma.
• Unsicherheiten durch Fresnel'sche Beugungssäume in Kombination mit driftendem Biprisma.
• Fluktuierende Phasenkippungen durch Abweichungen bei der Lokalisierung der Seitenbänder.
• Fluktuationen im Objekt durch Auadungen und Strahlenschädigungen.
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Einige dieser systematischen Abweichungen lassen sich nachträglich numerisch korrigieren, wie z.B. der
Phasenoset und die Phasenkippung. Andere Unsicherheiten sollten möglichst von vornherein vermie-
den werden. Dazu soll eine Empfehlung zur Vorgehensweise für die Aufnahme brauchbarer Hologramm-
serien und deren Rekonstruktion angegeben werden:
1. Die Probe sollte stets sauber und frisch präpariert sein. Sind Auadungen denkbar, sollte mit
Kohlensto bedampft und für gute Kontaktierung gesorgt werden.
2. Die Probe sollte, wenn es die Fragestellung zulässt, möglichst in kinematische Bedingungen ori-
entiert werden. Weiterhin gilt es, die Probe vor der Serienaufnahme ausdriften zu lassen.
3. Die elliptische Beleuchtung weit genug aufziehen und die Anregung des Kondensors merken. Die
Beleuchtung ausdriften lassen.
4. Das Biprisma sollte möglichst in der stabilsten Position und an jenen Stellen betrieben werden,
wo keine Auadungen sichtbar sind. Auch dieses hinreichend gut ausdriften lassen.
5. Zur Bewahrung der stabilisierten Objektposition die Aufnahme der Serien für Objekt- und Leer-
hologramme getrennt durchführen.
6. Serie auf identischeWeise für jedes einzelne Hologramm rekonstruieren mit anschlieÿender Wellen-
normierung. Wenn nötig Fresnelstreifen-Korrektur und Eliminierung von Pixeldefekten vorneh-
men.
7. Korrektur der Drift von Objektposition, Defokus, anisotroper Vergröÿerung anhand der Seiten-
bandamplitude oder der Zentralbandintensität.
8. Korrektur von Phasenkippung und Phasenoset.
9. Mittelung der korrigierten Wellen.
Dieses Standardverfahren bringt eine erhebliche Verbesserung der Phasendetektionsgrenze mit sich.
Dies ist nicht nur notwendig für den Nachweis schwacher Signale, sondern auch bei gröÿeren Nach-
prozessierungen der rekonstruierten Amplituden und Phasen, wie es z.B. der Fall bei der Rekon-
struktion magnetischer Phasenschiebungen ist [Tonomura 1986]. Diese Schritte sind auch nötig, um das
statistische Rauschen experimentell zu ermitteln, damit ein Vergleich mit dem theoretischen Rausch-
modell überhaupt möglich ist. Im nachfolgenden Abschnitt soll dieser Vergleich ausführlich durch-
geführt werden.
2.5 Vergleich von Theorie und Experiment
Abschlieÿend werden die theoretischen Ergebnisse auf Grundlage des Rauschmodells für den Detektor
(Abschn. 1.3) und der Rauschpropagation durch den Rekonstruktionsprozess (Abschn. 1.1, 1.2) mit den
experimentell bestimmten Standardabweichungen von Amplitude und Phase (Abschn. 1.4) verglichen.
Im ersten Unterabschnitt werden dabei Leerhologramme betrachtet. Im zweiten Unterabschnitt wird
der wichtige Fall von realen Objekthologrammen für zwei verschiedene Auösungsbereiche untersucht.
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2.5.1 Vergleich mittels Leerhologrammen
Der Vergleich von Theorie und Experiment soll zunächst anhand zweier Leerhologrammserien durch-
geführt werden. Diese wurden am CM200 und TECNAI F20 aufgenommen. Die Mittelwerte der holo-
graphischen Kenngröÿen sind in Tabelle 2.1 zusammengestellt.
Mikroskop Kamera Nz N̄ µ̄ s̄
Philips CM200 Gatan MSC 794 (1k×1k) 96 281 0.215 5.06
FEI TECNAI F20 Gatan MSC 794 (1k×1k) 100 1162 0.188 5.00
Tabelle 2.1: Holographische Kenngröÿen (Zentralbandintensität N̄ , Streifenkontrast µ̄ und Streifen-
abstand s̄) für zwei Serien von Nz Leerhologrammen, die an zwei unterschiedlichen Mikroskopen auf-
genommen wurden. Die Kameras sind vom gleichen Typ, unterscheiden sich aber im Szintillator und
vermutlich auch in der Ausleseelektronik, so dass unterschiedliche Einträge in den CSRhomo-Matrizen
zustande kommen (siehe Abb. 2.2).
Die Standardabweichungen von Amplitude und Phase für Einzelmessungen sowie für die entsprechen-
den Serienmittelwerte sind in Abhängigkeit von der Anzahl der Hologramme in Abbildung 2.10 darge-
stellt. Daraus ist ersichtlich, dass Amplituden- und Phasenrauschen erwartungsgemäÿ für diesen Fall
gut übereinstimmen. Die Standardabweichung für Amplitude und Phase aus einem einzelnen Holo-
gramm (1a und 2a) wird umso genauer bestimmt, je mehr Hologramme in die statistische Auswertung
eingehen. Für eine gute Schätzung der Standardabweichung sind mindestens 30-40 Hologramme nö-
tig, bei einer Anzahl von kleiner als 20 wird das Rauschen in der Regel unterschätzt. Mit wachsender
Hologrammanzahl nehmen die Standardabweichungen der Mittelwerte ab (1b und 2b), so dass es in
jedem Falle zu einer Verbesserung der Detektionsgrenzen von mittlerer Amplitude und Phase kommt.
Die beiden vorliegenden Hologrammserien wurden mittels zur Trägerfrequenz kommensurabler sinc-
Filter rekonstruiert. Dabei wurde die Anzahl der Pixelwerte, die in die Berechnung eines jeweiligen
Amplituden- und Phasenwertes eingehen, variiert. Diese Anzahl von Pixeln bestimmt die Gröÿe des
sogenannten rekonstruierten Pixels und damit die laterale Auösung. Die sinc-Filter sind so gewählt,
dass quadratische Pixel rekonstruiert werden. Systematische Fehler, wie Phasenkippung und -Oset,
sowie die Amplitudennormierung wurden nach den oben beschriebenen Verfahren korrigiert. Phasen-
verzeichnungen wurden innerhalb der Serie mittels aufeinanderfolgender rekonstruierter Wellen suk-
zessive eliminiert. Das Rauschen von Amplitude und Phase wurde pixelweise nach den Gleichungen
(2.36) (2.26) und (2.35) aus den rekonstruierten Daten berechnet. Diese experimentellen Ergebnisse
sind als schwarze Quadrate in Abb. 2.11 dargestellt. Dabei wurde ein möglichst fehlerfreier Bereich des
Kameragesichtsfeldes mit einer Gröÿe von 64×64 Pixeln ausgewählt, in welchem über die Standard-
abweichungen gemittelt wurde. Die Fehlerbalken ergeben sich aus den Abweichungen von Mittelwerten
innerhalb dieses Pixelbereichs.
Den experimentellen Werten sind die numerisch bestimmten Werte gegenübergestellt (Abb. 2.11, graue
Kreise), welche durch Rauschpropagation (2.23-2.25) unter Verwendung des Rauschmodells (2.33) er-
mittelt wurden. Diese Werte sind über die Serie und ebenfalls innerhalb des untersuchten Kamera-
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CM200
TECNAI
1a)                                                               1b)
2a)                                                                  2b)
Abbildung 2.10: Ermittelte Standardabweichungen für eine Einzelmessung (a) und Standard-
abweichung der Mittelwerte (b) in Abhängigkeit von der Anzahl der Hologramme pro Serie für die
CM200-Kamera (1) und TECNAI-Kamera (2) (Gl. 2.36).
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1a)                                                                  1b)
2a)                                                                  2b)
Pixelzahl pro rekonstruiertem Pixel Pixelzahl pro rekonstruiertem Pixel
Pixelzahl pro rekonstruiertem Pixel Pixelzahl pro rekonstruiertem Pixel
Abbildung 2.11: Standardabweichungen der mittleren Amplituden (a) und Phasen (b) in Abhängigkeit
von der Anzahl der Detektorpixel pro rekonstruiertem Pixel für zwei verschiedene Kameras. Schwarze
Quadrate: experimentell bestimmtes Rauschen; graue Kreise: theoretisch bestimmtes Rauschen anhand
des Rauschmodells (2.33) unter Verwendung der lokalen Intensitäten; graue Kurve: Rauschabschätzung
nach Lenz anhand der holographischen Kenngröÿen aus Tab. 2.1; grau gestrichelte Kurve: Anpassung
der experimentellen Resultate an die Funktion σ(x) = a(x)b mit a und b als Anpassungsparameter und
x als Pixelzahl. Der Wert für b beträgt jeweils -0.49±0.01, wie es das Lenz'sche Modell (2.39) vorgibt.
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gesichtsfeldes gemittelt. Die Normierung der Leerwelle durch eine nachfolgende Leerwelle zieht eine
Erhöhung des Rauschens nach sich, die durch Addition der entsprechenden Varianzen in die Berech-
nung eingeht.
Sowohl für die Kamera am CM200 als auch am TECNAI zeigt sich innerhalb der Fehlergrenzen für die
experimentelle Bestimmung des Rauschens eine gute Übereinstimmung der Werte. Daraus lässt sich
folgern, dass das Rauschmodell (2.33) die reinen statistischen Standardabweichungen von Amplitude
und Phase unter Einuss des Detektors hinreichend gut beschreibt.
Weiterhin sollen die analytischen Formeln von Lenz an dieser Stelle untersucht werden. Unter Berück-
sichtigung der Korrektur von Phasenverzeichnungen und der Amplitudennormierung ergeben sich für
die Standardabweichungen für Amplitude und Phase aus reinen Leerhologrammen unter Berücksichti-
gung von (2.38) äquivalente Ausdrücke:
σAn = σϕn =
√
4
µ2NxNyN
. (2.39)
Diese Äquivalenz ist experimentell durch die Resultate in Abb. 2.10 bestätigt. Die Anzahl der Kamera-
pixel pro rekonstruiertem Pixel verbirgt sich hinter dem Produkt NxNy. Sie setzt sich für ein quadra-
tisches Pixel aus dem Streifenabstand s und der Filter-Ordnung NF wie folgt zusammen:
NxNy = s
2 ·N2F . (2.40)
Für die in Tabelle 2.1 dargelegten holographischen Kenngröÿen der beiden Serien ergeben sich die
nach (2.39) berechneten grauen Kurven in Abbildung 2.11 (Lenz-Modell). Oensichtlich kommt es hier
zu unterschiedlichen Abweichungen, die daher rühren, dass die jeweils unterschiedlichen Einüsse der
Detektoren nicht berücksichtigt werden. Die Nichtberücksichtigung der Kameraeigenschaften führt im
Falle der CM200-Kamera zu einer Überabschätzung und im Falle der TECNAI-Kamera zu einer Unter-
abschätzung des Rauschens. Die Schlussfolgerung, dass die CM200-Kamera Rauschen gegenüber dem
Eingangskanal reduziert ist nur ein Teil der Wahrheit, da die Reduktion der Varianzen mit der Induk-
tion von Korrelationen, welche hier nicht diskutiert werden, einhergeht. Bemerkenswert ist, dass diese
Abweichungen im Wesentlichen einen konstanten Faktor ausmachen. Die Abhängigkeit des Rauschens
von der Anzahl der Pixel pro rekonstruiertem Pixel wird weiterhin korrekt durch das Lenz'sche Mo-
dell beschrieben. Das belegt die nichtlineare Anpassung einer Potenzfunktion mit variablem Vorfaktor
und Exponenten an die gemessenen Standardabweichungen (grau gestrichelte Kurven). Der Exponent
beträgt jeweils -0.49±0.01 und bestätigt die Abhängigkeit in Gl. 2.39.
Diese Ergebnisse beruhen auf der strikten Kommensurabilität zwischen Trägerfrequenz des Streifen-
musters und Abtastrate des Detektors. Es besteht daher die Frage, ob nun auch für den Fall, bei
welchem sich die Trägerfrequenz inkommensurabel zur Abtastrate des Detektors verhält, eine ähnlich
gute Übereinstimmung zu erreichen ist. Dies soll im Folgenden untersucht werden.
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Verletzung der Kommensurabilität zwischen Trägerfrequenz und Abtastrate
Die Verletzung der Kommensurabilität kann experimentell über die Biprismafadenspannung gezielt ein-
gestellt werden. Für die hier dargestellte Untersuchung sind drei Messpunkte zwischen 5 und 6 Pixeln
pro Streifenabstand analysiert worden. Es handelt sich um Leerhologrammserien, die aus jeweils 25
Hologrammen bestehen und mittels eines sinc-Filters der Filterordnung NF = 2 rekonstruiert wurden6.
Das nach obigem Schema ermittelte Rauschen ist in Abb. 2.12 für die verschiedenen Streifenabstände
durch schwarze Quadrate dargestellt.
a)       b)  
Standardabweichung der Mittelwerte 
Amplitude Phase 
Abbildung 2.12: Standardabweichungen der Mittelwerte für Amplitude und Phase in Abhängigkeit
vom Streifenabstand. Schwarze Quadrate: experimentell bestimmt aus Serien von jeweils 25 Leer-
hologrammen (Rekonstruiert mit komm. sinc- Filter 2. Ordnung). Graue Kreise: Rauschpropagation
unter Verwendung des Rauschmodells (2.33). Die Gröÿe des rekonstruierten Pixels ist für alle Mess-
punkte unterschiedlich und durch die entsprechenden Streifenabstände gegeben (2.40). Die Grund-
aussage dieser Darstellung besteht im Vergleich zwischen Experiment und Theorie bezüglich der ver-
tikalen Richtung.
Anhand dieser Ergebnisse wird deutlich, dass innerhalb der Fehlergrenzen des experimentell bestimm-
ten Rauschens die Rauschpropagation das zu erwartende Rauschen befriedigend wiedergibt. Folglich
ist die Kommensurabilität zwischen Abtastrate und Trägerfrequenz nicht zwingend für die korrekte
Bestimmung des Rauschens nötig. Das bedeutet weiterhin, dass das Interpolieren zur Herstellung von
Kommensurabilität im Rahmen der algebraischen Rekonstruktionsmethode (Abschnitt 2.1) ebenfalls
keinen nennenswerten Einuss auf das endgültige Rauschen in Amplituden- und Phasenbildern haben
wird.
6Der sinc-Filter ist wiederum so dimensioniert, dass er kommensurabel zur Trägerfrequenz ist, damit eine Separation
von Zentral- und Seitenband zumindest für groÿächige Informationen möglich ist.
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Beliebige Rekonstruktionsmasken
Die algebraische Rekonstruktionsmethode ist äquivalent zur Fouriermethode, sofern bei letzterer ein
sinc-Filter verwendet wird, welcher kommensurabel zur Trägerfrequenz des Interferenzstreifenmusters
ist. Dadurch gehen alle Pixel innerhalb des rekonstruierten Pixels mit der gleichen Gewichtung in die
Berechnung von Amplitude und Phase ein7. Somit ist die laterale Ausdehnung des rekonstruierten Pi-
xels wohl deniert. Folglich führt aber die Rekonstruktionsmaske zu keiner wirklichen Bandbegrenzung,
so dass Zentral- und Seitenband nicht vollständig voneinander separiert werden können. Die einzige
Möglichkeit für eine zuverlässige Rekonstruktion besteht darin, das Maximum des Zentralbandes in
die Nulldurchgänge der sinc-Maske zu legen, was eben zu dieser Kommensurabilität zwischen Träger-
frequenz und Rekonstruktionsapertur führt. Damit wird das Maximum des Zentralbandes erheblich ge-
dämpft. Diverse räumliche Inhomogenitäten aber, wie z.B. Fourierkomponenten infolge von im Objekt
auftretenden Kanten oder periodischen Gittern, werden aus dem Zentral- ins Seitenband übertragen,
so dass lokal Artefakte entstehen können. Einen Ausweg bietet die Verwendung von bandbegrenzen-
den Rekonstruktionsmasken, welche die zum Seitenband gehörige Information hinreichend gut vom
Zentralband trennen. Diese sind durch die Funktion B(~q) in (2.18) frei wählbar. Mittels der hier ab-
geleiteten Rauschpropagationsformeln (2.23 - 2.25) kann unter Verwendung des Rauschmodells (2.33)
das Rauschen in Amplitude und Phase für beliebige Rekonstruktionsaperturen numerisch bestimmt
werden. Exemplarisch soll anhand eines sogenannten Butterworth-Filters mit der Ordnung n und dem
Radius im reziproken Raum q0:
B(~q) =
1
1 +
(
~q
q0
)2n (2.41)
die Vorhersagekraft dieses Modells demonstriert werden. In Abbildung 2.13 sind für beide der hier un-
tersuchten Detektoren die Resultate des Rauschmodells den experimentellen Werten gegenübergestellt,
die sich aus der Rekonstruktion mit dem Butterworth-Filter der Ordnung n = 5 und anschlieÿender sta-
tistischer Auswertung ergeben. Dabei wurde der Maskenradius q0 als ganzer Teiler der Trägerfrequenz
variiert.
Der Vergleich mit dem Experiment (Abb. 2.13, schwarze Quadrate) zeigt, dass die numerische Rausch-
propagation (dunkelgraue Kreise) unter Verwendung von (2.33) das experimentelle Rauschen zwar
leicht unterschätzt, aber innerhalb der Fehler gut wiedergibt. Die hier gewonnenen theoretischen Er-
kenntnisse sind für Leerhologramme experimentell mit einer guten statistischen Sicherheit (100 Holo-
gramme, Abb. 2.10) veriziert. Nun sollen auch realistische Objekthologrammserien zur Verikation
der Modelle herangezogen werden. Diese sind statistisch nicht derart sicher, da die Serienlänge aufgrund
systematischer Fehler stärker begrenzt ist als für den Fall von Leerhologrammen.
7Von Artefakten aufgrund der diskreten Fouriertransformation wird an dieser Stelle abgesehen. Mehr Details darüber
sind in [Wolf 2010] zu nden.
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1a)                                                                  1b)
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Abbildung 2.13: Standardabweichungen der Mittelwerte für Amplitude (a) und Phase (b) für die CM200
(1) und TECNAI-Kamera (2) nach Rekonstruktion mit einem Butterworth-Filter der Ordnung n = 5
(2.41) und mit variierendem Radius q0 als jeweils ganzen Teiler der Trägerfrequenz. Schwarze Qua-
drate: experimentell bestimmtes Rauschen. Dunkelgraue Kreise: durch Rauschpropagation ermitteltes
Rauschen (2.33).
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2.5.2 Vergleich mittels Objekthologrammen
Der Vergleich von Theorie und Experiment erfolgt anhand zweier Beispiel-Hologrammserien die an
unterschiedlichen Mikroskopen und daher mit unterschiedlichen CCD-Kameras aufgezeichnet wurden.
Diese beiden Hologrammserien unterscheiden sich zusätzlich in der lateralen Auösung voneinander.
Die erste Hologrammserie in mittlerer Auösung zeigt ein multiferroisches Schichtsystem bestehend
aus 90 nm PbZr0.2Ti0.8O3 und 60nm La0.7Sr0.3MnO3, welches epitaktisch auf SrTiO3 aufgewachsen ist
[Vrejoiu 2008]. Die zweite Hologrammserie wurde mit atomarer Auösung an einer ferroelektrischen
BaTiO3-Dünnschicht, die ebenfalls epitaktisch auf SrTiO3 aufgewachsen ist, durchgeführt. Diese Se-
rie ist geprägt durch lokal auf verschiedene Weisen variierende Intensitätsverteilungen mit direkten
Konsequenzen für das lokale Rauschen.
Mittlere Auösung: Multiferroisches PbZr0.2Ti0.8O3 − La0.7Sr0.3MnO3− Bilayer-System
Als erstes Objekt zur Analyse des Rauschens im holographischen Seitenband dient exemplarisch ein
multiferroisches Doppelschichtsystem, bestehend aus einer ferroelektrischen PbZr0.2Ti0.8O3-Schicht
(PZT) und einer ferromagnetischen La0.7Sr0.3MnO3-Schicht (LSMO), welche epitaktisch auf SrTiO3-
Substrat aufgewachsen ist [Vrejoiu 2008]. Die entsprechende Hologrammserie, bestehend aus 10 Holo-
grammen, wurde am CM200 im Lorentz-Modus aufgenommen. Der materialwissenschaftliche Aspekt
dieser Untersuchung wird im dritten Kapitel behandelt. An dieser Stelle geht es um die Verizierung
des Rauschmodells (2.33) durch Serien objektmodulierter Hologramme. In Abb. 2.14 sind das gemes-
sene und das theoretisch bestimmte Amplituden- und Phasenrauschen entlang eines senkrecht zu den
Schichten verlaufenden Prols dargestellt (Abb. (e) und (f)). In den groÿächigen Bereichen ist eine
gute Übereinstimmung von numerischer Rauschpropagation (grau) und dem Experiment zu verneh-
men. Während im Vakuumbereich das Rauschen von Amplitude und Phase erwartungsgemäÿ nahezu
identisch ist, kommt es im Objekt zu einer Erniedrigung des Amplituden- und zu einer Erhöhung des
Phasenrauschens. Dieser Unterschied wird durch Betrachten der Lenz'schen Formeln (2.16) verständ-
lich, in denen das Amplitudenrauschen lediglich durch die Zentralbandintensität, aber das Phasen-
rauschen sowohl durch die Zentralbandintensität als auch durch die Seitenbandamplitude bestimmt
ist. Zur Kenntlichmachung der Einüsse von Zentral- und Seitenband sind diese als Prole ebenfalls in
Abb. 2.14 aufgeführt (d). Das Prol des Amplitudenrauschens (Abb. 2.14 e) folgt im Wesentlichen dem
der Zentralbandamplitude. Eine gröÿere Abweichung oenbart sich im Übergangsbereich von Vakuum
zum PZT. Die dort bendliche Überhöhung des experimentell bestimmten Rauschens wird oensichtlich
nicht durch die Modelle erklärt und ist daher auf systematische Fehler durch Objekt- und Beleuchtungs-
drift zurückzuführen (Abschn. 2.4). Das Phasenrauschen ist durch Zentral- und Seitenbandamplitude
bestimmt. Dies zeigt sich in dem Vakuum-PZT-Übergangsbereich am deutlichsten. Obwohl es durch
systematische Fehler zu Abweichungen kommt, stimmen die Verläufe dieser Prolausschnitte qualitativ
überein (vgl. Maxima in Abb. 2.14 f). Diese Verläufe sind durch die starken Änderungen der reziproken
Seitenbandamplituden bestimmend geprägt, da sich die Zentralbandintensität wesentlich schwächer in
diesem Bereich ändert (Abb. 2.14 d).
Dieses Beispiel zeigt, dass das Rauschen von groÿächigen Amplituden- und Phasenstrukturen durch
das hier dargelegte Modell zufriedenstellend wiedergegeben wird. Der Fall von starken räumlichen
Inhomogenitäten soll im Folgenden betrachtet werden.
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Abbildung 2.14: Analyse des Rauschens von Amplitude und Phase in Gegenwart eines Objektes in
mittlerer Auösung. a) Rekonstruierte Zentralbandintensität, b) Seitenbandamplitude, c) Phase, d)
Normierte Amplituden von Zentral- (grau) und Seitenband (schwarz) entlang des in (a) eingezeichneten
Pfeils (gemittelt über 100 Pixel in senkrechter Richtung), Standardabweichung von Amplitude (e) und
Phase (f): experimentell (schwarz), numerische Rauschpropagation (grau). Probe präpariert von Dr. I.
Vrejoiu am Max-Planck-Institut für Mikrostrukturphysik Halle.
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Hochauösung: Ferroelektrische BaTiO3 - Dünnschichten
Als ein Beispiel zur Rauschanalyse im Falle von stärkeren räumlichen Inhomogenitäten wurde ein ferro-
elektrisches Dünnschichtsystem gewählt, welches aus auf SrTiO3-Substrat epitaktisch aufgewachsenem
BaTiO3 besteht. Dieses System erlaubt die Untersuchung verschiedener Aspekte des Rauschens und
zeigt die Komplexität des Zusammenspiels zwischen den Mittelwerten und dem Rauschen, die aufgrund
der räumlichen Inhomogenitäten zu Tage treten. In Abbildung 2.15 sind die Mittelwerte (Zentralband-
amplitude, Seitenbandamplitude, Phase) (1) dem Rauschen von Amplitude (2) und Phase (3) an zwei
verschiedenen Positionen gegenübergestellt. Es handelt sich dabei um ein Prol, welches durch den
BaTiO3-Bereich (Position 1) verläuft, und um ein weiteres, welches durch den SrTiO3-Bereich (Posi-
tion 2) verläuft. Für beide Bereiche zeigt sich, dass die Rauschmodelle die Gröÿenordnung des expe-
rimentell bestimmten Rauschens richtig wiedergeben. Auch die räumlichen Inhomogenitäten werden
v.a. im Falle des Phasenrauschens (3b und 3c) gut erfasst. Das Rauschen der Amplituden (2b und 2c)
ist im Vergleich zum Phasenrauschen weniger strukturiert. Der Grund dafür besteht in der alleinigen
Abhängigkeit des Amplituden-Rauschens von der Zentralband-Amplitude, welche weniger stark oszil-
liert als die Seitenbandamplitude. Die Seitenbandamplitude bestimmt allerdings das Phasenrauschen,
was sich deutlich darin zeigt, dass dort, wo die Amplituden minimal werden, das Phasenrauschen Ma-
xima erreicht (vgl. gestrichelte vertikale Linien für beide Positionen). Der Unterschied zwischen den
beiden Prolen besteht im Phasensignal, welches für Position 1 räumlich betrachtet gegenphasig zur
Amplitude verläuft (1b) und für Position 2 nahezu phasengleich ist (1c). Dieser Unterschied hat er-
hebliche Auswirkungen auf die Verteilung des Rauschens in der Phase. Während für Position 1 die
Phasenmaxima stark erhöhtes Rauschen aufweisen, zeigen sie für Position 2 ein stark verringertes
Rauschen. Der Unterschied zwischen Maxima und Minima kann in diesem Beispiel bis zum Faktor
fünf anwachsen, so dass nicht von einem vernachlässigbaren Eekt gesprochen werden kann. Das Rau-
schen in der Phase hängt maÿgeblich von der Amplitude des Seitenbandes (und etwas mäÿiger auch
von der Zentralbandintensität) ab. Nun liegt es zunächst am physikalischen Streuprozess selbst, wie
sich Amplituden- und Phasenmaxima ausprägen und räumlich verteilen. Einen gewissen Einuss kann
sich der Experimentator durch Wahl der Objektdicke und Aberrationen (v.a. Defokus) bewahren, so
dass das Phasenrauschen beispielsweise an den Atompositionen durch gezielte Erhöhung der dortigen
Amplituden minimiert wird, damit Phasenschiebungen verschiedener Atome besser diskriminiert wer-
den können [Linck 2010]. Die erheblichen Unterschiede zwischen dem Phasenrauschen an den Phasen-
maxima von Position 1 und 2 (Faktor 3-5) zeigen, dass es durchaus lohnenswert ist, diesen Aspekt
weiter zu untersuchen, um das Rauschen zielgerichtet zu optimieren. Ein Ansatz besteht beispielsweise
darin, holographische Defokusserien aufzunehmen [Niermann 2012a], um eine möglichst groÿe Durch-
mischung der Amplitudenverteilungen zu realisieren und somit ein weitgehend homogenes Rauschen
zu erhalten. Weiterhin bietet die algebraische Rekonstruktionsmethode die Möglichkeit der lokalen Ge-
wichtung der Intensitätsverteilungen für eine mögliche rauschoptimierte Rekonstruktion. Detailliertere
Untersuchungen dieser und ähnlicher Ansätze stehen bislang noch aus.
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Abbildung 2.15: Analyse des Rauschens von Amplitude und Phase in Gegenwart eines atomar aufgelös-
ten Objektes. (1) Holographisch rekonstruierte Mittelwerte: (a) Zentralband, (b) Amplitude, Zentral-
band und Phase des Prols 1, (c) das gleiche für Prol 2. (2) Amplitudenrauschen an den in 2a)
markierten Positionen (1, 2b) und (2, 2c). (3) Phasenrauschen an den in 3a) markierten Positionen (1,
3b) und (2, 3c). Experimentell bestimmtes Rauschen für Amplitude und Phase entsprechend der Far-
ben in (1b) und (1c) (Phase blau, Amplitude rot). Ergebnisse aus der numerischen Rauschpropagation
schwarz. Gestrichelte vertikale Linien dienen dem Vergleich von Amplitude im Zentral- und Seitenband
mit dem Rauschen.
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2.6 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen
In diesem Kapitel wurden die hauptsächlich verwendeten Rekonstruktionsalgorithmen, v.a. hinsicht-
lich des Rauschtransfers, untersucht und die entsprechenden Propagationsformeln abgeleitet. Essenzi-
ell für die Bestimmung des Rauschens in den rekonstruierten Amplituden- und Phasenbildern ist die
Kovarianz-Matrix des detektierten Signals. Diese hängt vom Poission-Rauschen des eingehenden Si-
gnals und der NSF ab, welche den Rauschtransfer vom Eingangs- in den Ausgangskanal des Detektors
beschreibt. Da weder das unkorrelierte Rauschen noch die NSF für jeden Detektor zweifelsfrei be-
stimmbar sind, stellt sich die Frage nach einem geeigneten Modell, das einen näherungsweise gültigen
Zusammenhang zwischen der gemessenen Intensitätsverteilung und der Kovarianz-Matrix herstellt.
Das Modell, welches die wesentlichen Rauschtransfereigenschaften des Detektors im Kovarianz-zu-
Signal-Verhältnis für die homogene Beleuchtung erfasst und durch Multiplikation mit der gemessenen
Intensitätsverteilung die gesuchte Kovarianzmatrix ergibt, erfreut sich brauchbarer Vorhersagekraft
sowohl für Leer- als auch Objekthologramme. Zum Vergleich mit experimentell bestimmtem Rau-
schen wurden Methoden beschrieben, die zur Verminderung systematischer Fehler beitragen, welche
v.a. im folgenden Kapitel anhand ausgewählter Beispiele zur Anwendung kommen. Gerade im Hoch-
auösungsbereich zeigen sich gravierende Unterschiede im Rauschen der Phase, je nachdem, wie sich
die Amplitude im Vergleich zur Phase verhält. An dieser Stelle zeigt sich die qualitative Gültigkeit
der Lenz'schen Formeln besonders deutlich. Ist ein möglichst homogenes Phasenrauschen erwünscht,
so sollten Amplitude und Zentralbandintensität möglichst homogen sein. Das deckt sich auch mit den
praktischen Erfahrungen des Hochauösungs-Holographen: Die besten Hochauösungsphasen lassen
sich meistens aus jenen Hologrammen rekonstruieren, welche sich durch kleinstmögliche Netzebenen-
kontraste auszeichnen.
Kapitel 3
Anwendungen der konventionellen
Elektronenholographie
In diesem Kapitel werden ausgewählte Anwendungen der Elektronenholographie vorgestellt. Der Haupt-
schwerpunkt liegt dabei auf der Untersuchung von ferromagnetischen und ferroelektrischen Material-
eigenschaften im Bereich von wenigen Nanometern unter Verwendung der methodischen Aspekte aus
Abschnitt 2.4. In den ersten beiden Abschnitten geht es um Ferromagnetismus in dünnen Schichten,
wobei die quantitative Auswertung der Resultate im Vordergrund steht. Gerade für die Bestimmung
von Magnetismus mittels Elektronenholographie im Bereich von Grenzächen ist die Korrektur von
Objektverschiebungen im Subpixelbereich und anisotroper Vergröÿerung (Verzeichnung) von entschei-
dender Bedeutung. Mit Elektronenholographie können die Lateralkomponenten der Magnetisierung bis
zu einer lateralen Auösung von 2 nm gemessen werden, sofern genügend Signal zur Verfügung steht.
Eine komplementäre Methode zur lokalen Bestimmung von Magnetismus basiert auf dem Eekt des
magnetischen chiralen Dichroismus, welcher es erlaubt, die Magnetfeldkomponenten parallel zur op-
tischen Achse mit ähnlicher Ortsauösung zu vermessen [Schattschneider 2008]. Im dritten Abschnitt
geht es um Potenzialsprünge an ferroelektrischen Domänengrenzen am Beispiel von Kaliumniobat, wel-
che mittels Elektronenholographie im Rahmen dieser Arbeit nachgewiesen werden konnten. Im letzten
Abschnitt wird die holographische Nachweisgrenze für die Vermessung schwacher Depolarisierungs-
felder in ferroelektrischen Heterostrukturen thematisiert und ein kleiner Blick in Richtung Zukunft
geworfen.
3.1 Magnetismus in PbZr0.2Ti0.8O3/La0.7Sr0.3MnO3-Schichtsystemen
Ein besonderer Aspekt der gegenwärtigen Festkörperforschung besteht in der Realisierung von Kopp-
lungen zwischen ferroelektrischen und ferromagnetischen Ordnungsmechanismen. Mittels modernster
Präparationstechniken ist es unterdessen möglich, wohldenierte mono-atomare Lagen in verschie-
denster Zusammensetzung aufeinander aufwachsen zu lassen und somit deren spezische physikalische
Eigenschaften zu kombinieren [Ramesh 2007]. Dabei erönen sich Fragen nach der lokalen Struktur
elektrischer oder magnetischer Felder, v.a. in den Übergangsbereichen zwischen den verschiedenen
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Komponenten. Für den vorliegenden Fall haben sich alternative Methoden, wie z.B. MFM1 zur Mes-
sung der lokalen Magnetisierung nicht bewährt, da der Magnetismus in den LSMO-Schichten zu weich
ist und somit durch derartige Messungen verändert wird [Mathews 2007]2.
Mittels Elektronenholographie wird in diesem Abschnitt ein multiferroisches Schichtsystem unter-
sucht, bestehend aus PbZr0.2Ti0.8O3 (PZT)/La0.7Sr0.3MnO3 (LSMO)-Lagen, welches epitaktisch mit-
tels PLD3 auf SrTiO3-Substrat (STO) aufgetragen wurde [Ziese 2008, Vrejoiu 2008]. Eine Überblick-
aufnahme dieser querschnittspräparierten Probe ist in Abb. 3.1 zu sehen. Die Schichtdicken betragen
für das PZT 90 nm und für das LSMO 60 nm. Das Substrat ist Nd-dotiert und senkrecht zur Grenzäche
ebenso wie die aufgewachsenen Schichten in [001]-Richtung orientiert. Von besonderem Interesse ist
bei dieser Untersuchung die Ausprägung der remanenten Magnetisierung innerhalb der LSMO-Schicht,
welche idealerweise homogen über diese Schicht verteilt sein sollte. Die Ursache der ferromagnetischen
Ordnung ist durch die Doppelaustausch-Wechselwirkung zwischen Manganionen mit gemischter Va-
lenz, welche sich über Sauersto-Brücken ausbildet, begründet [Urushibara 1995, Coey 1999]. Infolge
des epitaktischen Aufwachsens kommt es zu magnetischen Anisotropien [Ranno 2002] und Änderungen
der Hysterese-Eigenschaften [Ziese 2008, Vrejoiu 2008]. Es besteht die Frage, ob sich der Magnetismus
wirklich homogen über die Schicht ausbildet, oder ob z.B. Unregelmäÿigkeiten im Wachstumsprozess
eventuell die magnetische Ordnung stören. Sowohl die räumliche Verteilung der Magnetisierung als
auch deren absolute Werte sollen daher im Weiteren aus den holographischen Resultaten gewonnen
und mit Literaturwerten verglichen werden. Diese Probe wurde durch eine Zusammenarbeit mit Prof.
Dr. D. Hesse vom Max-Planck-Institut für Mikrostrukturphysik in Halle zur Verfügung gestellt.
Nun folgt eine Erläuterung der experimentellen Durchführung, welche es ermöglicht, alle nötigen In-
formationen aufzuzeichnen, um die elektrische Phasenschiebung von der magnetischen zu trennen. An-
schlieÿend werden die rekonstruierten und gemittelten holographischen Resultate zusammengetragen.
In zwei weiteren Unterabschnitten werden die elektrischen und magnetischen Phasenschiebungen quan-
titativ interpretiert.
3.1.1 Experimentelle Durchführung
Magnetische Phasenschiebungen sind in der Regel eher schwach gegenüber den elektrischen Phasen-
schiebungen, welche beispielsweise durch mittlere innere Potenziale hervorgerufen werden. Gerade für
derartige Fälle sind Serienaufnahmen und Mittelungsverfahren (Abschnitt 2.4) unumgänglich, um zu
quantitativ interpretierbaren Resultaten zu gelangen. Für die vorliegende Probe wurden zwei Serien
mit jeweils 10 Leer- und Objekthologrammen am Philips CM200 TEM im Lorentz-Modus aufgenom-
men. Die beiden Serien unterscheiden sich in der Orientierung der Probe, welche um 180o gewendet
wurde. Somit ändert die magnetische Phasenschiebung ihr Vorzeichen, während die elektrische kon-
stant bleibt (Abschn. 1.2.2, [Tonomura 1986]).
1Engl. Magnetic Force Microscopy.
2Seite 64, Abb. 4.19.
3Engl. Pulsed Laser Deposition.
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Abbildung 3.1: Überblickaufnahme einer querschnittspräparierten Probe des PZT/LSMO-
Dünnschichtsystems am Philips CM200 TEM im Lorentz-Modus (präpariert von Dr. I. Vrejoiu, MPI
Halle). Die PZT- und LSMO-Schicht treten deutlich aufgrund von Beugungskontrast hervor. Der im
Weiteren holographisch ausgewertete Bereich ist hellgrau eingerahmt.
Jedes der Hologramme wurde mittels des Triebenberger Holographie-Softwarepakets [Wolf 2012] auf
identische Art und Weise rekonstruiert. Zur Separation von Seitenband und Zentralband wurde ein
Butterworth-Filter (2.41) mit der Ordnung n = 5 und dem Radius q0 = 0.1/nm verwendet, welcher die
laterale Auösung in den rekonstruierten Wellen auf 10 nm begrenzt. Die beiden daraus resultierenden
Serien rekonstruierter Wellen wurden hinsichtlich der unvermeidlichen Objektdrift, des Phasen-Osets,
der Phasenkippung und der Amplitudennormierung korrigiert. Als Referenzbereich für die letzten drei
Quellen systematischer Fehler wurde der im Gesichtsfeld vorhandene Vakuumbereich gewählt. Die
Serien rekonstruierter und korrigierter Wellen wurden anschlieÿend unter Verwendung von (2.35) ge-
mittelt. All diese Schritte zusammen führen zu einem experimentellen Phasenrauschen von 0.02 rad
(2π/300) im Bereich des LSMO. Die Korrektur der globalen Phasenkippung unter Verwendung des
Vakuumreferenzbereichs ist allerdings mit einem Problem behaftet: Es ist nicht auszuschlieÿen, dass
elektrische und v.a. magnetische Streufelder die Phase in diesem Bereich schieben. Diese Eekte werden
in der geschilderten Prozedur unweigerlich mit korrigiert. Dadurch kann die gemessene magnetische
Phasenschiebung in LSMO durchaus verfälscht werden. Aus diesem Grund wurde die durchschnittliche
Phasenkippung von 4.4 mrad/nm in diesem Bereich durch systematische Serienauswertung ermittelt
und als weitere Fehlerquelle in die Fehlerbetrachtung einbezogen.
Das Wenden der Probe geht ebenfalls mit Schwierigkeiten einher, welche durch dynamische Elektronen-
streuung an den starken Atompotenzialen begründet sind. Dieses quantenmechanische Streuverhalten
reagiert sehr sensitiv auf leichte Verkippungen des Objekts bezüglich des einfallenden Elektronen-
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strahls [Lubk 2010a]. Somit sind die elektrischen Phasen vor und nach dem Wenden in der Regel nicht
identisch, sondern können allein aufgrund von Ungenauigkeiten bei der Positionierung der Probe im
Probenhalter nach dem Wenden voneinander abweichen. Aus diesem Grund muss sehr viel Wert darauf
gelegt werden, dass die Orientierungen vor und nach dem Wenden bis auf das Vorzeichen identisch sind.
Gut reproduzierbare Orientierungen sind daher wünschenswert und z.B. durch Zonenachsen gegeben.
Allerdings besteht dabei die Gefahr, dass v.a. in mittlerer Auösung die Amplitude der Welle sehr
klein wird und damit das Phasenrauschen in erheblichem Maÿe ansteigen kann. Besser eignen sich
kinematische Bedingungen, bei denen die Amplitude höhere Werte annimmt. In Abb. 3.2 ist dieses
Verhalten an dem Schichtsystem untersucht. In Zonenachsen-Orientierung ist das Amplitudensignal
so schwach, dass die beiden Schichten nicht voneinander zu trennen sind, während in kinematischen
Bedingungen die beiden Schichten deutlich hervortreten. Folglich ist das Phasenrauschen im Fall der
Zonenachsenorientierung um einen Faktor 10 gröÿer als im kinematischen Fall. Diese kinematischen
Bedingungen sind nach dem Wenden der Probe sehr schwierig wiederzunden, gerade im Lorentz-
Modus mit sehr eingeschränktem Gesichtsfeld im Beugungsmodus. Daher ist stets mit Abweichungen
in den Orientierungen zu rechnen. Solche Abweichungen können als klein angesehen werden, wenn die
Amplituden nicht stark voneinander abweichen.
3.1.2 Ergebnisse
In Abbildung 3.3 sind die mittleren Amplituden vor (a) und nach dem Wenden (b) einschlieÿlich ih-
rer senkrecht zu den Grenzächen verlaufenden Prole dargestellt. Die dargelegten Resultate zeigen
im STO-Substrat nur geringfügige Unterschiede zwischen den beiden Amplituden und geben daher
zufriedenstellende Übereinstimmung der Orientierungen an. Erwartungsgemäÿ verstärken schwerere
Atome wie Lanthan oder Blei derartige Abweichungen in den Amplituden, welche in den PZT- und
LSMO-Bereichen zutage treten. Die Amplituden zeigen in den Bereichen der Übergänge LSMO/STO
und Vakuum/Kleber/PZT weiterhin gute Übereinstimmung, so dass auf minimale projektionsbedingte
Fehlpassungen aufgrund möglicher Kippungen senkrecht zu den Schichten zu schlieÿen ist.
Die zu den Amplitudenprolen aus Abb. 3.3 (c) gehörigen Phasenprole sind in Abb. 3.4 dargestellt.
Phasensprünge wurden unter Verwendung von Standardalgorithmen [Goldstein 1988, Perkes 2002] im
Vorfeld eliminiert. Die Phasenprole zeigen eine deutliche Umkehr des Phasengradienten im Bereich
des ferromagnetischen LSMO als eine direkte Konsequenz projizierter Magnetfeldkomponenten in der
Probenebene. Oensichtlich setzten sich die Prole im Bereich des PZT und LSMO in näherungsweise
konstanter Weise voneinander ab, was sich durch den Einuss dynamischer Streuung infolge einer
leichten Restverkippung zwischen beiden Aufnahmen erklären lässt. Dass diese Restverkippung nur
von geringfügiger Natur sein kann, belegt die gute Übereinstimmung der Phasen im Bereich des Kle-
bers. Die Phasenschiebungen im STO setzen sich in umgekehrter Weise voneinander ab, was durch die
Magnetisierung im LSMO bedingt ist und auch als Aharonov-Bohm-Eekt bezeichnet wird. Derartige
Unterschiede haben jedoch keinen Einuss auf die Auswertung hinsichtlich magnetischer Felder, da
diese durch die Gradienten der magnetischen Phasen gegeben sind (1.28).
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Abbildung 3.2: Vergleich von rekonstruierten Amplituden und Phasen für zwei verschiedene Orien-
tierungen. (1) kinematische Orientierung auÿerhalb Zonenachse: Das Doppelschicht-System ist gut zu
erkennen. (2) Orientierung in [010] Zonenachse: Doppelschichtsystem ist nicht mehr zu erkennen. Das
Phasenrauschen und dynamische Phasenschiebungen im Doppelschichtsystem sind für Zonenachsen-
orientierung (2b, 2c) stark überhöht gegenüber der kinematischen Orientierung (1b, 1c). Auch das
Substrat zeigt stärkere Inhomogenitäten in (2b) als in (1b) aufgrund dynamischer Streuung. Die Wel-
len sind über jeweils 10 Hologramme gemittelt. Die Standardabweichungen (c) sind im LSMO bei
Zonenachsen-Orientierung ungefähr um einen Faktor 10 höher als bei kinematischer Orientierung (1c
und 2c gleich skaliert).
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Abbildung 3.3: Rekonstruierte mittlere Amplitudenbilder des LSMO/PZT- Doppelschichtsystems. (a)
Vor dem Wenden (blau, Amplitude 1) and (b) nach dem Wenden (rot, Amplitude 2). Die Amplituden
sind normiert auf die mittleren Werte im Vakuumbereich. Die Amplitude nach demWenden (b) ist zum
besseren Vergleich seitenverkehrt dargestellt. (c) Die zugehörigen, über 140 nm in vertikaler Richtung
gemittelten Prole zeigen gute Übereinstimmung an den LSMO/STO- und PZT/Kleber/Vakuum-
Übergängen. Stärkere Abweichungen sind im PZT und LSMO aufgrund dynamischer Streuung bereits
bei kleinen Orientierungsunterschieden zu erkennen. Im Substrat sind die Unterschiede gering.
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Abbildung 3.4: Mittlere Phasenprole zu den Amplitudenprolen aus Abb. 3.3 (c) vor (blau) und nach
dem Wenden der Probe (rot, gestrichelt). Die Prole sind ebenfalls über 140 nm in vertikaler Richtung
gemittelt. Die Umkehr des Gradienten im LSMO-Bereich ist ein direkter Hinweis auf eine projizierte
Magnetfeldkomponente in der Probenebene parallel zu den Grenzächen.
Die mittels (1.27) voneinander separierten elektrischen und magnetischen Phasenschiebungen sind in
Abb. 3.5 dargelegt. Die magnetische Phase (rot) tritt im LSMO durch einen ausgeprägten Gradienten
in Erscheinung, welcher eindeutig auf eine projizierte, in der Probenebene verlaufende Magnetfeld-
komponente parallel zu den Grenzächen schlieÿen lässt. Unerwarteterweise erstreckt sich dieser An-
stieg nicht über den gesamten LSMO-Bereich, sondern verschwindet in einem 20 nm breiten Gebiet,
welches die PZT/LSMO Grenzäche tangiert. Kleinere Gradienten im PZT und STO sind durch ma-
gnetische Streufelder oder dynamische Eekte zu erklären4.
4Eine detailliertere Diskussion über den Einuss von Streufeldern auf die Phasenschiebung in Umgebung von magne-
tischen Schichtsystemen ist in [Dunin-Borkowski 1998] zu nden.
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Abbildung 3.5: (a) Elektrisches Phasenbild ϕe (blau) und (b) magnetisches Phasenbild ϕm (rot, gestri-
chelt), berechnet unter Verwendung von (1.27). (c) Die entsprechenden Prole (Achtung: unterschiedli-
che Skalierung). Das magnetische Signal (rot, gestrichelt) im LSMO ist durch einen starken Gradienten
charakterisiert. Bemerkenswert ist der über 20 nm breite Bereich an der Grenze zu PZT, in welchem
der Gradient verschwindet und in dem somit kein Magnetfeld detektiert ist. Die schwachen Gradien-
ten im PZT und STO kommen durch magnetische Streufelder und dynamische Eekte zustande. Die
elektrische Phase zeigt im Bereich des Übergangs PZT/LSMO keinen scharfen Sprung, sondern einen
allmählichen Übergang, der auf strukturelle Änderungen schlieÿen lässt.
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3.1.3 Interpretation der elektrischen Phasenschiebung
Die Tatsache, dass die elektrische Phase vom mittleren inneren Potenzial der Komponenten abhängt
[Möllenstedt 1957], verleiht dem Prol der elektrischen Phase (Abb. 3.5, blaue Kurve) eine nahezu
stufenförmige Gestalt. Die mittleren inneren Potenziale lassen sich näherungsweise durch die freien
integrierten Atompotenziale Pi der entsprechenden Atomsorten (indiziert mit i) unter Berücksichti-
gung der stöchiometrischen Gewichte qi innerhalb der Einheitszelle mit dem Volumen Ω berechnen
[Sanchez 1985]:
Vmip =
1
Ω
∑
i=1
qiPi. (3.1)
Die integrierten Potenziale der einzelnen Atome ergeben sich aus tabellierten Potenzialparametrisie-
rungen. Historisch bedingt werden die Fourierkomponenten der Potenziale Vi oft mit den (kinemati-
schen) Streuamplituden fi in Relation gesetzt5. Damit ist das mittlere innere Potenzial proportional
zu den Nullkomponenten dieser Streuamplituden, welche oft in der Literatur zu nden sind [Rez 1994]:
Pi =
∫
Vi(r)d
3r =
2π~2
m0e
fi(0). (3.2)
Für ionische Verbindungen ist bekannt, dass die Potenzialparametrisierungen neutraler Atome zu Über-
abschätzungen der mittleren inneren Potenziale führen [Rez 1994]. Für die Ermittlung der mittleren
inneren Potenziale der vorliegenden Komponenten wurden daher Potenziale verwendet, welche für Io-
nen parametrisiert sind [Peng 1998]. Selbst das Modell des Ionenkristalls wird durch reale Strukturen
eher selten wiedergegeben, so dass es sich in den meisten Fällen dabei um eine Unterabschätzung der
mittleren inneren Potenziale handelt. Jedoch führt dynamische Streuung oft zu einer Absenkung der
Phasenschiebung [Lubk 2010a], welche eektiv einem geringeren mittleren inneren Potenzial entsprä-
che. Somit kann es durchaus vorkommen, dass sich diese beiden Abweichungen teilweise kompensieren.
Für die Verbindungen PZT, LSMO und STO sind die mittleren inneren Potenziale unter Verwen-
dung der Gitterparameter aus [Fushimi 1967] und [Ranno 2002] berechnet und in Tab. 3.1 zusammen-
getragen. Für LSMO wurde damit die Erhöhung des Einheitszellenvolumens infolge tensiler Verspan-
nungen durch das epitaktische Aufwachsen auf STO berücksichtigt. Weiterhin geht die gemischte Valenz
der Mn-Ionen in die Berechnung ein.
Aufgrund der Proportionalität des mittleren inneren Potenzials zur elektrischen Phasenschiebung lässt
sich anhand der Werte in Tab. 3.1 auf qualitative Übereinstimmung mit dem Stufenprol (Abb. 3.5 (c),
blaue Kurve) schlieÿen, sofern die Annahme zutrit, dass es sich um eine näherungsweise konstante
Objektdicke in Prolrichtung handelt.
Jedoch ist das Prol in Abb. 3.5 (blaue Kurve) nicht derart scharf stufenförmig, wie es aus einer idealen
Zusammensetzung in Verbindung mit der gegebenen lateralen Auösung zu erwarten ist. Gerade im
Bereich des Übergangs vom PZT zum LSMO tritt vielmehr ein leichter Anstieg in Erscheinung, der
5Diese Streuamplituden haben für die Beschreibung der dynamischen Elektronenstreuung keine Relevanz, sie dienen
nur pragmatisch als Quelle für die Modellierung freier Atompotenziale [Lubk 2010]. Daher ist der Begri Streuamplitude
im Falle der Elektronenstreuung irreführend. Dahinter verbirgt sich lediglich das Potenzial, an welchem gestreut wird.
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Zusammensetzung c/Å a/Å Vmip/V ϕ̄e/rad
PbZr0.2Ti0.8O3 4.151 3.952 16.7 11.7
La0.7Sr0.3MnO3 3.836 3.905 16.9 12.0
SrTiO3 3.905 3.905 15.1 10.7
Tabelle 3.1: Mittlere innere Potenziale berechnet durch (3.1) und (3.2) unter Verwendung der Gitter-
parameter für PZT [Fushimi 1967], STO [Ranno 2002] und verspanntem LSMO [Ranno 2002], sowie
der entsprechenden Potenzialparametrisierungen für ionisierte Atome aus [Peng 1998]. Die mittleren
experimentellen Phasenschiebungen sind in der letzten Spalte aufgeführt. Sie verhalten sich unter der
Annahme konstanter Objektdicke weitgehend proportional zu den mittleren inneren Potenzialen.
oenbar auf stetige strukturelle oder chemische Änderungen hindeutet, mit entsprechenden Auswir-
kungen auf das mittlere innere Potenzial und damit auch auf die elektrische Phase. Interessanterweise
stimmt dieser Befund mit dem Bereich überein, in welchem die Magnetisierung zusammenbricht. Somit
ist es naheliegend, dass hier auf einen Zusammenhang zwischen Struktur und der lokalen Ausprägung
des Magnetismus geschlossen werden kann. Mögliche Interdiusionsprozesse, welche in der Regel prä-
parationsbedingt auftreten [Habouti 2009], sind an dieser Stelle mittels EELS und EDX im Rahmen
der Messgenauigkeiten nicht nachweisbar [Röder 2012].
3.1.4 Interpretation der magnetischen Phasenschiebung
Für die vertikale Komponente des projizierten Magnetfeldes (y-Komponente, bezüglich des magneti-
schen Phasenbildes in Abb. 3.5) ergibt sich unter Verwendung von (1.28) und der Eliminierung der
Probendicke durch die elektrische Phasenschiebung der folgende Zusammenhang6:
B̄y =
~σ
e
Vmip
ϕe
∂xϕm. (3.3)
Der Anstieg der magnetischen Phase ∂xϕm im magnetisierten Teil der LSMO-Schicht (Abb. 3.5 c) be-
trägt 0.03765±0.0002 rad/nm. Der Fehler beinhaltet bereits das Phasenrauschen von 0.02 rad Standard-
abweichung. Zusätzlich muss noch der Fehler der globalen Phasenkippung von 0.0044 rad/nm be-
rücksichtigt werden (siehe oben). Die gemessene elektrische Phase im konstanten LSMO-Bereich be-
trägt 12.0±0.02 rad. Das mittlere innere Potenzial Vmip ist der Tab. 3.1 zu entnehmen. Da die re-
al vorliegende Kristallstruktur nicht vollständig bekannt ist, werden weiterhin Ungenauigkeiten in
den Gitterparametern von 0.1 Å angesetzt. Ein zusätzlicher Fehler von 1.0 V des mittleren inne-
ren Potenzials aufgrund von elektronischen Relaxationsprozessen und dynamischer Streuung geht
in die Fehlerbetrachtung auf Grundlage von Erfahrungswerten aus [Kruse 2006] bzw. [Lubk 2010]
ein. Die Wechselwirkungskonstante σ hat bei einer Beschleunigungsspannung von 200 kV den Wert
0.00729 1/(V nm). Schlussendlich kann für die parallel zu den Schichten verlaufende Magnetfeld-
Komponente innerhalb der Probenebene ein Wert von By = 0.26 ± 0.07 T und eine Objektdicke der
LSMO-Schicht von 97±13 nm bestimmt werden. Dabei kommt die Annahme einer in Strahlrichtung
6Dabei wird angenommen, dass sowohl das Potenzial als auch die Magnetisierung im Objekt homogen in Strahlrichtung
ist.
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Fehlerquelle rel. Fehler (∆B̄y/B̄y)
Verspannung 0.077
Integriertes Potenzial / dyn. Streuung 0.059
Elektrische Phasenschiebung 0.002
Magnetischer Phasengradient 0.122
Tabelle 3.2: Beträge verschiedener Fehlerquellen zum relativen Fehler des berechneten Magnetfeldes.
Unbestimmtheiten durch Verspannungen sind durch 0.1 Å der Gitterparameter gegeben. Abweichun-
gen durch das integrierte Potenzial aufgrund chemischer Bindung und Fehlmessungen durch dynami-
sche Streuung sind durch 1 V angegeben. Der Fehler der elektrischen Phasenschiebung ist durch das
Phasenrauschen bedingt und liefert nur noch einen sehr kleinen Beitrag. Der Fehler des magnetischen
Phasengradienten ist im Wesentlichen durch Schwankungen der Phasenkippungen im Vakuumbereich
aufgrund von Auadungen des Objektes und des Biprismas gegeben (0.0044 rad/nm). Das Phasen-
rauschen liefert ebenfalls nur einen kleinen Beitrag von 0.0002 rad/nm als Anpassungsfehler bei der
Bestimmung des magnetischen Phasengradienten.
homogen magnetisierten Schicht zum Tragen. Der gemessene Wert entspricht in etwa dem Literatur-
wert von 0.3 T für eine einzelne LSMO-Schicht, welche auf einem STO-Substrat unter den gleichen
experimentellen Bedingungen aufgetragen wurde [Vrejoiu 2008]. Die Beträge der aufgeführten Fehler-
quellen zum relativen Fehler ∆B̄y/B̄y sind in der Tab. 3.2 zusammengetragen.
Eine genauere Angabe des magnetischen Feldes setzt detaillierte Kenntnisse über die Realstruktur
dieser Probenstelle und der exakten Orientierung bezüglich des einfallenden Elektronenstrahls voraus,
damit durch Vergleich mit dynamischen Streusimulationen die Objektdicke genauer bestimmt werden
kann. Das könnte den Fehler in etwa halbieren. Die andere Hälfte ist durch die Unsicherheit in der
Bestimmung des magnetischen Phasengradienten gegeben, welche sich im Wesentlichen nur durch sta-
bilere holographische Messungen reduzieren lassen.
Makroskopische Messungen von Magnetisierungen sind immer von der Form der Probe abhängig, da
diese das Streu- und somit Entmagnetisierungsfeld bestimmt und damit das eigentliche Ergebnis ver-
fälscht. Eine lokale mikroskopische Messung kann unter gewissen Umständen direkt zur Magnetisierung
führen, wenn die Streufeldeinüsse klein genug sind. Dies wird im folgenden Unterabschnitt dargelegt.
Einuss von Streufeldern auf die gemessene magnetische Feldstärke
Aus Abb. 3.1 ist ersichtlich, dass die Schicht in relativer Nähe zur Stelle, an welcher die Magneti-
sierung bestimmt wurde, unterbrochen ist. Natürlich kommt es in diesem Bereich zu magnetischen
Streufeldern, welche sowohl oberhalb und unterhalb als auch innerhalb der Probe verlaufen können
und damit die Projektion des Magnetfeldes, welches auf die eigentliche Magnetisierung zurückgeführt
werden soll, beeinussen. Zur Abschätzung dieses Eektes wird im Folgenden das magnetostatische
Randwertproblem für einen als in Längsrichtung homogen magnetisiert angenommenen Stab disku-
tiert. Für das Streufeld dieses Stabes gibt es allgemein keine analytischen Ausdrücke. Wie in Anhang
B.1 dargelegt ist, zeigt sich aber, dass es wiederum möglich ist, für die Phasenschiebung solche zu nden.
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Der homogen magnetisierte Stab bildet Streu- und Entmagnetisierungsfelder heraus, damit die Normal-
komponenten der magnetischen Induktion stetig sind und somit diese quellenfrei bleibt. Dies führt zu
einer lokalen Verringerung der Phasenschiebung eines rein homogen magnetisierten Stabes gegenüber
dem realen Fall. Diese Abweichung ist umso stärker, je näher an einer Stirnäche gemessen wird (Abb.
B.2). Für den hier untersuchten Fall ist demnach von einer Verringerung von 1.6 % gegenüber dem
homogen magnetisierten Stab auszugehen. Da der relative Fehler der experimentellen Messung bei etwa
27 % liegt, spielt der Eekt des Streu- und Entmagnetisierungsfeldes für den vorliegenden Fall keine
Rolle.
3.2 Permalloy-Dünnschichten
In der gegenwärtigen Festkörperforschung sind u.a. magnetische Dünnschichtsysteme von Bedeutung,
die sich durch magnetische Kopplungen zwischen verschiedenen magnetischen Schichten auszeichnen.
Diese Kopplung kann z.B. durch Oberächenrauigkeiten verstärkt werden. Heutzutage ist es möglich,
periodische Oberächenmorphologien im Nanometerbereich durch Ionenbeschuss herzustellen und ma-
gnetische Dünnschichten darauf aufwachsen zu lassen [Körner 2009, Liedke 2012]. Dadurch wird die
Morphologie des Substrats auf die magnetischen Schichten übertragen. Damit wird beabsichtigt, die
Kopplung zwischen den Schichten durch dipolare Austauschwechselwirkung gezielt zu verstärken. Es
stellt sich dabei die Frage, wie sich der Magnetismus bei Schichtdicken von 10-30 nm ausprägt. Interes-
sant ist in dieser Hinsicht, ob die Magnetisierung der Morphologie folgt und ob dipolare Streufelder als
Ursache der Kopplung zwischen mehreren Schichten in Erscheinung treten. Magnetische Informationen
auf dieser Gröÿenskala holographisch zu rekonstruieren, ist herausfordernd und erfordert die Anwen-
dung der Methoden aus Absch. 2.4. Die untersuchten Proben wurden im Rahmen einer Kooperation
mit der Arbeitsgruppe von Prof. Dr. J. Fassbender aus dem Helmholtz-Zentrum Dresden Rossendorf
(HZDR) zur Verfügung gestellt.
Zunächst wird die experimentelle Durchführung der holographischen Messung der Magnetisierung an
derartigen Schichtsystemen beleuchtet. Im Unterschied zu den Messungen an dem LSMO/PZT-System
soll hier die magnetische Phasenschiebung durch Ummagnetisieren der Probe von der elektrischen Pha-
se separiert werden. Im Anschluss daran werden die rekonstruierten und gemittelten holographischen
Resultate qualitativ und quantitativ ausgewertet.
3.2.1 Experimentelle Durchführung
Das aufgetragene Schichtsystem besteht aus einer 3 nm dicken Chrom- und einer Permalloy-Schicht
(Ni81Fe19) mit variabler Dicke im Bereich von 10-30 nm (M. Körner, HZDR). Für diesen Bereich
ist eine höhere holographische Auösung gegenüber der konventionellen Lorentz-Linse (10 nm) von
Nöten. Mittels einer önungsfehlerkorrigierten Lorentzlinse, welche der ersten Transferlinse in einem
Cs-Korrektor der Firma CEOS entspricht, kann der Önungsfehlerkoezient von 8 m auf wenige Milli-
meter reduziert und somit eine holographische Auösung von 2-3 nm realisiert werden. Verschiedene
Proben wurden mittels FIB in Form dünner Lamellen präpariert, welche durch Lift-out-Technik auf
einem TEM-Probenträger xiert sind (M. Fritzsche, HZDR). Dieser bietet genügend Platz, um noch
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ein halbiertes Kohllmnetzchen für die Aberrationskorrektur auf dem Probenhalter positionieren zu
können.
Die Bestimmung der magnetischen Phasenschiebung erzwingt wieder eine Separation von den elektri-
schen Phasenschiebungen. Die Prozedur unter Wenden der Probe hat sich für dieses Schichtsystem als
problematisch erwiesen, da die Permalloy-Schichten nano-kristalline Gefüge ausbilden und daher keine
denierten kinematischen Streubedingungen einzustellen erlauben. Durch die gegebene Form der prä-
parierten Probe und durch die Geometrie der Dünnschicht liegt eine genügend starke Formanisotropie
vor, so dass sich die Magnetisierung nur in zwei zueinander entgegengesetzten Richtungen im Nullfeld
einstellen kann. Unter dieser Bedingung ist es möglich, durch Sättigen und Ummagnetisieren der Probe
das Vorzeichen der magnetischen Phase zu ändern, während die elektrische Phasenschiebung konstant
bleibt. Das gelingt durch Kippen der Probe (±40o) und kurzzeitigem Einschalten der Objektivlinse (2
T). Probleme mit unterschiedlicher dynamischer Streuung treten kaum in Erscheinung, da die Proben-
kippung anders als im vorherigen Fall sehr genau reproduziert werden kann [Dunin-Borkowski 1998].
Die Bestimmung der Magnetisierung setzt im Weiteren die Kenntnis der Objektdicke voraus. Da für
das Permalloy die Realstruktur nicht hinreichend bekannt ist, konnte die Dicke nur durch Kenntnis
der Dicke des angrenzenden Siliziumbereichs abgeschätzt werden.
Für die Bestimmung der Magnetisierung in den inneren Bereichen der Permalloy-Schichten war es
aufgrund der starken dynamischen Streuung nötig, relativ dünne Proben zu verwenden, damit das
Amplitudensignal nicht zu klein wird und folglich das Phasenrauschen nicht zu groÿe Werte annimmt.
Der Nachteil besteht allerdings darin, dass die magnetische Phasenschiebung für allzu dünne Pro-
ben zu schwach ausfallen kann. In diesen Fällen macht sich ebenfalls ein Rauschproblem bemerkbar.
Eine Probendicke von etwa 60 nm und die Aufzeichnung von Hologrammserien haben sich als ei-
ne gute Lösung für dieses Problem erwiesen. Schichtdicken von 140 nm erlauben es hingegen nicht,
Hologrammstreifen in den Dünnschichtbereichen zu detektieren. Unter diesen Umständen verliert auch
die Aufzeichnung von Hologrammserien ihren Sinn (vgl. Abb. 3.2).
Die Hologrammserien wurden mittels der Triebenberger Holographie-Software rekonstruiert [Wolf 2012].
Ein Butterworth-Filter (2.41) der Ordnung n = 5 und des Radius q0 = 1/3.6 nm trennt Seitenband-
von Zentralbandinformation und deniert entsprechend die laterale Auösung der rekonstruierten Wel-
le. Für die Auswertung und die anschlieÿende Mittelwertbildung der rekonstruierten Wellen ist die
Korrektur systematischer Fehlerquellen von entscheidender Bedeutung. Nicht nur die Korrektur der
Objektdrift auf Subpixel-Niveau, sondern auch die der driftenden anisotropen Vergröÿerung (Verzeich-
nung) musste durchgeführt werden, damit die gemittelten Wellen vor und nach dem Ummagnetisieren
deckungsgleich sind. Dadurch wird sichergestellt, dass nach der Subtraktion der Phasen voneinander
keine Artefakte entstehen, die fälschlicherweise als magnetische Signaturen interpretiert werden kön-
nen. Derartige systematische Fehler entstehen durch die divergente Beleuchtung, wie sie im Fall des
Lorentz-Modus nach Abschalten der Objektivlinse vorliegt, wenn diese im Verlauf der Serienaufnahme
etwas driftet oder vor der Ummagnetisierung anders ist als danach. Somit werden automatisch sich
ändernde und zugleich nichtisoplanatische Aberrationen induziert. Die Korrektur oder Angleichung
kohärenter Aberrationen, wie Defokus oder zweizähliger Astigmatismus, ist in diesem Fall von ge-
ringerem Einuss. Für die Korrektur von Phasenoset und -kippung wurde der jeweils vorhandene
Vakuumbereich gewählt.
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3.2.2 Experimentelle Ergebnisse
Für die Modulationswellenlängen von λ = 230 nm, λ = 100 nm und λ = 50 nm der durch Ionenbeschuss
erzeugten Oberächenmorphologie wurden Hologrammserien von jeweils 20 Hologrammen vor und nach
dem Ummagnetisieren aufgenommen. Die Separation der elektrischen Phase von der magnetischen er-
folgte wie gehabt nach (1.27). Die mittleren Amplituden- und elektrischen Phasenbilder sind in Abb.
3.6 zusammengestellt. Phasensprünge in der elektrischen Phase sind unter Verwendung von Standard-
algorithmen [Goldstein 1988, Perkes 2002] korrigiert. Die dunklen Bereiche in den Permalloy-Schichten
infolge der dynamischen Streuung (Abb. 3.6 1a - 3a) sind ein Indiz für die nano-kristalline Beschaen-
heit der magnetischen Dünnschicht. Für den Fall λ = 50 nm tauchen diese Eekte verstärkt auch in
der elektrischen Phasenschiebung auf. In den elektrischen Phasenbildern sind deutliche Unterschiede
aufgrund der verschiedenen mittleren inneren Potenziale der Komponenten zu erkennen. Die in der
FIB aufgetragene Kohlenstoschicht hat das geringste mittlere innere Potenzial, gefolgt vom Silizium-
substrat (12 V) und der Permalloyschicht. Quantitative Phasenprole sind in Abb. 3.8 ersichtlich.
Dem Verlauf der Prole zufolge kann zumindest im Silizium auf eine lokal homogene Dickenverteilung
geschlossen werden. Für die Kohlenstobereiche ist dies nur für den Fall λ = 230 nm gegeben. Da
das mittlere innere Potenzial für Permalloy unbekannt ist, gestaltet sich die Dickenbestimmung die-
ses Bereichs schwieriger. Aufgrund der homogenen Dicke des Siliziums ist anzunehmen, dass sich der
Dickenverlauf über die Permalloyschicht nicht wesentlich ändert. Daher kann die Objektdicke des Perm-
alloys über die Phasenschiebung im Siliziumsubstrat und mit dem dort bekannten mittleren inneren
Potenzial abgeschätzt werden.
Die magnetischen Phasenbilder sind in Abb. 3.7 dargestellt. Diese zeigen einen starken Kontrast zwi-
schen dem Substrat und der Kohlenstoschicht, welcher durch den Aharonov-Bohm-Eekt aufgrund
einer zwischen diesen Bereichen lokalisierten Magnetisierung zustande kommt. In diesem Zwischen-
bereich bendet sich die Permalloy-Schicht, in welcher die Magnetisierung durch einen Gradienten in
der magnetischen Phase zu Tage tritt. Die quantitativen Verläufe dieser Übergange sind in Abb. 3.8
als graue Kurven den entsprechenden Prolen der elektrischen Phasenschiebungen zugeordnet. Es ist
deutlich zu erkennen, dass sich die hauptsächliche Änderung der magnetischen Phase in senkrechter
Richtung zum Schichtverlauf ausprägt und auf den Bereich innerhalb der Permalloyschicht begrenzt ist.
Unter Verwendung des Zusammenhangs für die projizierten Magnetfeldkomponenten in der Proben-
ebene (1.28) ergibt sich, dass sich die magnetischen Feldlinien der Dünnschicht-Morphologie anpassen.
Dieses wird in den farbkodierten Darstellungen der Magnetisierungsrichtungen deutlich (Abb. 3.9 2a
-2c). Die Richtung der Magnetisierung ist durch eine Farbe entsprechend der abgebildeten Farbkreise
gegeben. Der Wechsel zwischen hell- und dunkelblau entspricht im Sinne der Magnetisierungsrichtung
gerade den Winkeln zwischen den Facetten der Oberäche. Somit ist der experimentelle Nachweis er-
bracht, dass die Magnetisierung im Wesentlichen dem Schichtverlauf folgt. Im Falle von λ = 230 nm
ist weiterhin in den geknickten Bereichen der Oberächenmodulationen ein kontinuierlicher Übergang
von der einen Magnetisierungsrichtung zu der anderen zu erkennen. Aufgrund des kleineren Winkels
zwischen den Facetten der anderen beiden Modulationswellenlängen sind diese Unterschiede nicht der-
art deutlich ausgeprägt, aber dennoch erkennbar.
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Abbildung 3.6: Mittlere Amplituden- (1a-3a) und elektrische Phasenbilder (1b-3b) für die Permalloy-
Schichten mit den verschiedenen Modulationswellenlängen λ der durch Ionenbeschuss erzeugten
Oberächenmorphologien. Amplituden sind anhand des Vakuumbereichs normiert und die Phasen an
dieser Stelle hinsichtlich Kippung und Oset korrigiert. Die Amplitude zeigt imWesentlichen Beugungs-
kontrast v.a. aufgrund der nano-kristallinen Beschaenheit der Permalloy-Schichten. Die elektrische
Phase oenbart Materialkontrast aufgrund verschiedener mittlerer innerer Potenziale.
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Magnetische Phase Magnetisierungsrichtung
Silizium
Kohlenstoff
Permalloy
Modulationswellenlänge λ = 230 nm 
Modulationswellenlänge λ = 100 nm 
Modulationswellenlänge λ = 50 nm 
1a) 1b)
2a) 2b)
3a) 3b)
Vakuum
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Vakuum
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Kohlenstoff
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Vakuum
Permalloy
Permalloy
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Abbildung 3.7: Magnetische Phasenschiebungen (1a-3a) und farbkodierte Richtungen des projizier-
ten Magnetfeldes (1b-3b). Die lokalen Richtungen sind durch die jeweiligen Farben in den Farb-
kreisen bestimmt (siehe gestrichelte Pfeile in 1b). Es zeigt sich deutlich, dass die Magnetisierung der
Oberächenmorphologie folgt. In der magnetischen Phasenschiebung ist in der Permalloy-Schicht ein
deutlicher Gradient zu erkennen. Der Kontrast zwischen Silizium und Kohlensto/Vakuum ist der
Phasenschiebung durch den Aharonov-Bohm-Eekt geschuldet.
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λ = 230 nm λ = 100 nm λ = 50 nm1)      2)         3)
Silizium Kohlenstoff Vakuum
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Abbildung 3.8: Exemplarische Prole der elektrischen (schwarz) und magnetischen Phasenschiebungen
(grau) aus den Abb. 3.6 und 3.7 als Grundlage für die Bestimmung der magnetischen Flussdichte in
den Permalloy-Schichten.
 λ = 230 nm  λ = 100 nm  λ = 50 nm 
Silizium
Kohlenstoff
Permalloy
Vakuum
1)    2)      3)
Silizium
Kohlenstoff
Permalloy
Vakuum
Silizium
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Abbildung 3.9: Phasenverstärkte Darstellungen der magnetischen Phasenschiebung für die drei
Oberächenmorphologien (λ = 230 nm, 50-fach; λ = 100 nm, 55-fach; λ = 50 nm, 40-fach). Horizon-
tale Pfeile deuten auf groÿächige Kontrastvariationen, welche auf schwache magnetische Streufelder
im mT-Bereich hinweisen.
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Die ursprüngliche Fragestellung richtet sich auf mögliche Streufelder im Auÿenbereich der Permalloy-
Schicht. Diese stellen sich bekanntlich so ein, dass die magnetische Induktion quellenfrei ist oder, mit
anderen Worten, deren Normalkomponenten bezüglich der Oberächen stetig sind (siehe Diskussion in
Anhang B.1). Da der Verlauf der Magnetisierungen bezüglich der Schichten zunächst keine gravieren-
den Normalkomponenten zeigt, sind nach diesen Ergebnissen zunächst keine stärkeren Streufelder zu
erwarten. Nach numerischer Phasenverstärkung der magnetischen Phasenschiebung treten allerdings
an manchen Stellen groÿächige Phasenunterschiede auf, die oenbar mit den Orientierungen der Fa-
cetten im Zusammenhang stehen (Abb. 3.9, horizontale Pfeile). Für die λ = 230 nm - Morphologie ist
weiterhin gut erkennbar, dass sich dieser Unterschied auch direkt an den Übergängen von Kohlensto
zu Permalloy zeigt. In Verbindung mit den groÿächigen Phasenänderungen erhärten sich die Hinweise
auf magnetische Streufelder, welche sich allerdings betragsmäÿig im mT-Bereich bewegen. Für den
Fall λ = 50 nm ist anhand des Verlaufs der Äquiphasenlinien sichtbar, dass die Permalloy-Schicht von
rechts oben nach links unten graduell schmaler wird. Somit entstehen in der dem Substrat zugewandten
Seite kleinere Normalkomponenten der magnetischen Flussdichte, so dass Streufelder austreten7. Für
genauere Untersuchungen dieser Streufelder stehen weitere Messungen an dickeren Proben noch aus.
Quantitative Betrachtungen
Unter Kenntnis des mittleren inneren Potenzials von Silizium8 (12 V) wurde aus der Phasenschiebung
im Grenzbereich zum Permalloy die dortige Objektdicke bestimmt. Unter der Annahme, dass sich die
Objektdicke im Übergang zum Permalloy nicht ändert, ergibt sich aus dieser Überlegung die Dicke
der Permalloy-Schicht. Mit dem elektrischen Phasenunterschied im Silizium bezüglich Vakuum-Niveau
∆ϕSie und den durch lineares Anpassen bestimmten Gradienten der magnetischen Phase ∂ϕm aus
Abb. 3.8 ergeben sich unter Verwendung des mittleren inneren Potenzials für Silizium V Simip = 12 V
mittels (1.28) die in Tab. 3.3 dargelegten magnetischen Flussdichten für die Permalloy-Schichten.
Die gemessenen Werte der magnetischen Flussdichten bewegen sich um 1 T herum. Der hauptsäch-
liche Fehler geht als Unsicherheit des mittleren inneren Potenzials für Silizium in die Rechnung aus
den folgenden Gründen ein: Es ist erstens nicht gesichert, dass der Dickenverlauf vom Silizium in den
Kohlenstobereich hinein konstant ist. Am Verlauf der elektrischen Phase in den Permalloy-Bereichen
(Abb. 3.8) ist ein deutlicher Abfall in Richtung des Vakuumbereichs zu erkennen, was durch eine ab-
nehmende Objektdicke zustande kommt. Es ist daher anzunehmen, dass die Objektdicke im Permalloy
durch die Dicke im Silizium zunächst überschätzt wird. Zweitens ist nicht zweifelsfrei gewährleistet,
dass kinematische Streubedingungen vorliegen. Dadurch kann infolge der dynamischen Streuung eine
in der Regel geringere Phasenschiebung im Silizium gemessen werden [Lubk 2010a], was kinematisch
betrachtet einem kleineren mittleren inneren Potenzial entspräche. Diese beiden Unsicherheiten können
sich zwar teilweise kompensieren, jedoch verbleibt bei dieser Prozedur eine Restunsicherheit, welche
mit einem Fehler des mittleren inneren Potenzials von 1 V angesetzt wurde. Einüsse von Streufeldern,
welche die Projektion beeinussen, sind nach der Diskussion in Anhang B.1 als vernachlässigbar klein
anzusehen.
7Der groÿächige Verlauf dieser Streufeldphasenschiebung ist auch durch das Geradekippen der Phase im Vakuum-
bereich beeinusst. Daher kommt es im Kohlenstobereich zum Abknicken der Äquiphasenlinien.
8Dieser Wert wurde aus [Völkl 1999], Seite 276, für amorphes Silizium entnommen, da davon auszugehen ist, dass es
durch Ionenbeschuss zur Amorphisierung in den angrenzenden Bereichen des Substrats gekommen ist.
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λ = 230nm λ = 100nm λ = 50nm
∆ϕSie / rad 3.85(8) 3.83(3) 3.77(2)
∂ϕm / [rad/nm] 0.0783(3) 0.0620(7) 0.0642(3)
B / T 1.2(1) 0.93(9) 0.98(9)
Tabelle 3.3: Magnetische Flussdichten für die verschiedenen Modulationswellenlängen, berechnet aus
den Gradienten der magnetischen Phase ∂ϕm und der elektrischen Phasenschiebung durch das Si ∆ϕSie .
Das mittlere innere Potenzial von Silizium wurde mit 12±1 V angesetzt.
3.3 Domänengrenzen im ferroelektrischen KNbO3
Ferromagnetische Eigenschaften lassen sich sehr gut mittels Elektronenholographie nachweisen, wie
die vorangegangenen beiden Beispiele zeigen. Für ferroelektrische Materialien erönen sich weitaus
schwierigere Bedingungen, da anders als im magnetischen Fall stets freie Ladungen existieren, die be-
strebt sind, die Gesamtenergie des Systems zu minimieren und sich dementsprechend so verteilen,
dass groÿächige Felder weitestgehend kompensiert werden [Lubk 2010]. Unter bestimmten Rand-
bedingungen verläuft dieser Kompensationsmechanismus nicht immer vollständig, so dass schwache
ferroelektrische Felder übrigbleiben, welche in der Literatur oft als Depolarisierungsfelder bezeichnet
werden [Meyer 2001, Junquera 2003, Sai 2005, Albina 2007]. Diese Felder sind meist auf wenige Nano-
meter begrenzt und verlaufen im Bereich von kleiner 0.1 V/nm. Derartige Feldstärken sind zu schwach,
als dass sie im Hochauösungsbereich detektiert werden können [Linck 2010, Röder 2010].
Im Gegensatz zu den groÿächigen ferroelektrisch polarisierten Bereichen sind die Orte, an denen derar-
tige Kompensationsmechanismen zutage treten, mehrversprechend. Darunter fallen Domänengrenzen,
an denen sich kompensierende Ladungen anhäufen und zu entsprechenden Modulationen im lokalen
Potenzial führen. Diese Potenzialmodulationen können prinzipiell mittels Elektronenholographie de-
tektiert werden [Lubk 2009]. Praktisch zeigen sich jedoch Schwierigkeiten aufgrund der dynamischen
Streuung an diesen Grenzbereichen, welche stets parallel zu bestimmten Netzebenen verlaufen. Um
diesen Eekt in seiner Stärke zu reduzieren, kommen v.a. Ferroelektrika in Frage, welche sich aus
leichten Elementen zusammensetzen und trotzdem eine genügend hohe Polarisation aufweisen. Im
Folgenden geht es daher um 90o-Domänengrenzen im ferroelektrisch polarisierten Kaliumniobat. Die
Probe und die am CM200 (Lorentz-Modus) aufgenommenen Hologrammserien wurden von Dr. Kenshi
Tsuda von der Tohoku-Universität in Sendai (Japan) für die Auswertung zur Verfügung gestellt. Die
experimentelle Herausforderung bei diesem Problem besteht darin, den dynamischen Kontrast dieser
Domänengrenzen in der Amplitude weitestgehend zu reduzieren, in der Honung, dass in der Phase
der reine Potenzialkontrast ohne Phasenschiebungen aufgrund dynamischer Streuung in Erscheinung
tritt.
Zur Abschätzung der Phasenschiebungen, welche durch dynamische Streuung an der Domänengrenze
entstehen können, werden im folgenden Unterabschnitt Resultate von Simulationen an einer entspre-
chenden Modellstruktur diskutiert. Anschlieÿend werden die experimentellen Ergebnisse vorgestellt
und unter Einbeziehung der Simulationsergebnisse interpretiert.
86 KAPITEL 3. ANWENDUNGEN DER ELEKTRONENHOLOGRAPHIE
3.3.1 Simulation der dynamischen Streuung
Der durch dynamische Streuung zu erwartende Eekt wurde anhand von Elektronenstreusimulationen
an einem vereinfachten Strukturmodell einer 90o-Domänengrenze im Kaliumniobat untersucht. Kalium-
niobat zählt zu den orthorhombischen Perowskiten der Raumgruppe Bmm2 und weist eine Polarisation
von 30µC/cm2 in Richtung der längsten Gitterkonstante der orthorhombischen Einheitszelle auf (Abb.
3.10 a). Die Gitterparameter und Atompositionen der Einheitszelle sind der Arbeit [Katz 1967] zu
entnehmen.
Ein einfaches Strukturmodell für die Domänengrenze ist durch Aneinanderreihung der Einheitszellen
und dem entsprechenden Umklappen der Auslenkungen der Sauersto- und Niobiumionen realisiert
(Abb. 3.10 b). Für die Streusimulationen mittels des Softwarepakets SEMI [Lubk 2009a] wurden
freie Atompotenziale nach [Weickenmeier 1991] mit den entsprechenden Debye-Waller-Faktoren aus
[Katz 1967] verwendet. Die Simulationen wurden in [001] - Zonenachsenorientierung ausgeführt, um
den gröÿtmöglichen Eekt der dynamischen Streuung im Falle präziser edge-on-Orientierung abzu-
schätzen. Die zwei Domänen beinhaltende Superzelle mit den irreduziblen Dimensionen von 64.5895 nm
× 0.8074 nm × 0.3971 nm wurde numerisch mit 12920 × 160 × 80 Punkten abgetastet. Um den expe-
rimentellen Bedingungen unter mittlerer Auösung nahezukommen, wurde der Nullstrahl der Objekt-
austrittswelle mit einer Butterworth-Maske (2.41) mit den Parametern von n = 5 und q0 = 0.5 1/nm
im Fourierraum ausgeschnitten. Zum Vergleich wurde ein ähnliches Strukturmodell mit dem stark dy-
namisch streuenden PbTiO3 aufgestellt9, an welchem auf die gleiche Art und Weise Streusimulationen
betrieben wurden. Die Resultate für eine Objektdicke von 200 nm sind in Abb. 3.10 (c) und (d) dar-
gestellt. Die Simulation berücksichtigt keine unelastischen Streuprozesse und keine zurückgestreuten
Elektronen.
Für diese auf Zonenachse orientierten Zwillingsdomänen ergeben sich die in Tabelle 3.4 zusammen-
gestellten Variationen. Im Falle des Bleititanats zeigt sich ein um den Faktor 4 gröÿerer Phasen-
unterschied gegenüber dem Kaliumniobat. An dieser Stelle wird der eingangs erwähnte Eekt bei
Verwendung leichterer Atome deutlich. Der Phasenunterschied für die Kaliumniobat-Domänengrenze
beträgt 0.02 rad, was der gängigen Rauschgrenze nach Phasenmittelung entspricht. Damit kann in
diesem Falle dynamische Streuung als Ursache für Phasenmodulationen an KNbO3-Domänengrenzen
aus rein messtechnischen Gründen bereits ausgeschlossen werden. Die Schwierigkeit besteht darin, die-
se edge-on-Kippungen experimentell exakt einzustellen. Edge-o-Verkippungen von wenigen mrad
können bereits gröÿere Artefakte induzieren [Röder 2009].
KNbO3 PbTiO3
∆A 0.01 0.03
∆ϕ / rad 0.02 0.08
Tabelle 3.4: Amplituden- und Phasenunterschiede an den Domänengrenzen aus Abb. 3.10 (c) und (d).
9Gitterparameter und Atompositionen der PbTiO3-Einheitszelle wurden aus [Glazer 1978] entnommen.
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Abbildung 3.10: Simulation der Elektronenstreuung mittels SEMI [Lubk 2009a] an einer KNbO3
Zwillingsdomänengrenze. (a) Orthorhombische Einheitszelle mit Polarisationsfreiheitsgrad (P) entlang
der vertikalen Richtung (Pfeil). (b) Strukturmodell einer Zwillingsdomänengrenze (vertikale, gestri-
chelte Linie) mit unterschiedlich polarisierten Domänen. Einheitszellen sind um 45o gegenüber (a) ge-
dreht. (c) Amplituden- und Phasenprole (d) der Bildwelle mit einer Auösung von 2 nm von KNbO3
(schwarz) und PbTiO3 (grau) für Objektdicken von 200 nm. Die Signaturen der Domänengrenzen sind
in der Mitte zu sehen (gestrichelte Linien).
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3.3.2 Experimentelle Ergebnisse
Die Hologrammserie wurde mittels des Triebenberger Holographie-Softwarepakets rekonstruiert und
hinsichtlich Objektdrift, Phasenoset und -kippung korrigiert [Wolf 2012]. Die Ergebnisse der rekon-
struierten Amplituden- und Phasenbilder sind in Abb. 3.11 zusammengetragen. Während die Ampli-
tude kaum Variationen über die Domänengrenze hinweg zeigt, ist in der Phase ein deutlicher Phasen-
sprung von 0.1 rad zu erkennen, welcher weitaus gröÿer ist als infolge der dynamischen Streuung
vermutet, so dass dieser allen Anzeichen nach als Potenzialkontrast interpretiert werden kann. Die
Struktur erinnert an eine dipolartige Ladungsanordnung, welche sich möglicherweise in der Domänen-
grenze ausbildet. Für eine geschätzte Objektdicke in diesem Bereich von etwa 200 nm, entspräche
dies einem Potenzialsprung von 0.07 V. Für weitere Diskussionen sind theoretische Betrachtungen
(DFT-Rechnungen, etc. ) nötig, da für dieses System keine Potenzialwerte in der Literatur vorliegen.
Erstmalig wurden Potenzialsprünge von 0.15-0.2 V für 90o-Domänengrenzen in PbTiO3 mittels DFT
berechnet [Meyer 2002b]. Für BiFeO3 wurde für eine 109o-Domänengrenze ein Potenzialsprung von
etwa 0.15 V mittels Dichtefunktionalrechnungen bestimmt [Lubk 2009]. Beide theoretischen Resultate
liegen zumindest in der Gröÿenordnung des gemessenen Ergebnisses.
a)     Amplitude      b)           Phase              c)      Profile
Abbildung 3.11: Mittleres Amplituden- (a) und Phasenbild (b) aus einer Serie von 10 Hologrammen,
rekonstruiert mit Butterworth-Maske der Ordnung n = 5, dem Maskenradius q0 = qc/4 und der
Ortsauösung von 16 nm. (c) Prole aus Amplituden- und Phasenbildern an den Stellen der Pfeile
ausgewertet. An der Domänenwand tritt ein lokaler Phasensprung von etwa 0.1 rad auf. Phase im
Bereich des Prols hinsichtlich Phasenkippung (Dickenkeil) korrigiert. Die Prole sind über 200 Pixel
in zu deren Verlauf senkrechter Richtung gemittelt.
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3.4 Nachweisgrenze für elektrische Felder in Ferroelektrika
An dieser Stelle sollen weitere Aspekte zur Messung ferroelektrischer Eigenschaften mittels Elektronen-
holographie diskutiert werden. Für ferroelektrische Heterostrukturen gibt es die theoretische Vorstel-
lung, dass sogenannte elektrische Depolarisierungsfelder als Resultate verschiedener Kompensations-
mechanismen entstehen. [Meyer 2001, Junquera 2003, Sai 2005, Albina 2007]. Diese sind in ferroelek-
trischen Heterosystemen durch partiell unkompensierte Polarisationsfelder aufgrund diverser Eigen-
schaften der angrenzenden Materialien gegeben. Dem ferroelektrischen Material bleibt zur Minimie-
rung der Gesamtenergie unter diesen Randbedingungen nichts anderes übrig, als die eigene Polarisation
zurückzunehmen. Aus diesem Grund spricht man von Depolarisierungsfeldern. Die Kompensation der
Polarisation erfolgt aber zu mehr als 95 %, so dass die resultierenden Feldstärken verhältnismäÿig ge-
ring sind (kleiner 0.1 V/nm). Daher besteht die Frage nach der holographischen Nachweisgrenze für die
entsprechenden Phasenschiebungen. Diese ist individuell vom Objekt abhängig, da sowohl die Objekt-
dicke als auch die laterale Ausdehnung des Bereichs, in welchem sich das elektrische Feld ausbildet, die
charakteristische Phasenschiebung bedingen. Unter der Annahme eines in der aktiven Schicht der Brei-
te d und der Dicke t homogenen elektrischen Feldes E muss die Messgenauigkeit der Phasenschiebung
besser sein als:
δϕ =
1
2
σ · E · d · t, (3.4)
um das feldbedingte Phasensignal vom Rauschen unterscheiden zu können (σ ist die Wechselwirkungs-
konstante). D.h. durch experimentelle Bestimmung des lokalen Rauschens (Abschn. 2.4) im Phasenbild
und der räumlichen Ausdehnung der Dünnschicht kann die experimentelle Nachweisgrenze für ein der-
artiges Depolarisierungsfeld E abgeschätzt werden.
Anhand des ferroelektrischen Dünnschichtsystems SrRuO3/BaTiO3/SrTiO3 soll exemplarisch im fol-
genden Unterabschnitt ein Wert für eine objektspezische Nachweisgrenze zur Messung eines möglichen
Depolarisierungsfeldes experimentell bestimmt werden, welche mit der derzeitigen Instrumentierung
des Triebenberglabors möglich ist. Anschlieÿend sollen dem Leser anhand der gleichen Probe die Mög-
lichkeiten neuester Instrumente vor Augen geführt werden.
3.4.1 Das Beispiel SrRuO3 / BaTiO3 / SrTiO3
Im Rahmen des DFG-Projektes zu atomar maÿgeschneiderten Grenzächen in ultradünnen ferro-
elektrischen Heterostrukturen wurde u.a. ein Schichtsystem bestehend aus 7 Monolagen SrRuO3 (SRO)
und 15 Monolagen BaTiO3 (BTO), welche auf SrTiO3 -Substrat (STO) epitaktisch aufgewachsen sind
(Dr. R. Dittmann, D. Park, FZ Jülich), elektronenholographisch in Hochauösung untersucht. Die
Rekonstruktion und Korrektur der Amplituden- und Phasenbilder wurden mittels des Triebenberger
Holographie-Softwarepakets [Wolf 2012] unter Verwendung des Butterworth-Filters der Ordnung n = 5
und q0 = 5.0 1/nm durchgeführt. In Abbildung 3.12 sind die mittleren Amplituden- und Phasenbilder
einschlieÿlich der Prole (schwarze Kurven) in Wachstumsrichtung der Probe dargestellt (für Details
siehe Abb. 3.13). In Amplitude und Phase unterscheiden sich die einzelnen Verbindungen durch unter-
schiedlichen Gitterkontrast voneinander. Die SRO-Schicht ist teilweise durch die Präparation zerstört
bzw. amorphisiert. In der Phase ist an dieser Stelle eine stärkere Erhebung zu erkennen, welche sich
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durch die lokal kinematischen Bedingungen ergibt. In den dynamischen Bereichen, wo der Gitter-
kontrast deutlich wird, fällt die Phase im Mittel niedriger aus. Dieses Verhalten ist für die dynamische
Elektronenstreuung bekannt und wird an dieser Stelle deutlich [Lubk 2010a]. Im BTO-Bereich zeigen
sowohl Amplitude als auch Phase groÿächige Unregelmäÿigkeiten, die vermutlich durch Kontami-
nationen und Schwankungen der Objektdicke hervorgerufen werden. Auch lokale Verkippungen und
Kristallbaufehler tragen zu diesem Verhalten bei. Im BTO-Bereich sind die Phasenschiebungen der
Barium- und Titan/Sauersto- Atomsäulen zu sehen, welche sich nicht besonders ausgeprägt vonein-
ander unterscheiden; somit ist eine direkte Zuordnung nicht ohne Simulationen möglich.
Durch Vergleich der experimentellen Resultate mit Simulationen kann auf die Objektdicke und even-
tuell weitere Parameter (Defokus, etc.) geschlossen werden (Abb. 3.12, blaue Kurven). Mittels der
Simulations-Software SEMI [Lubk 2009a] wurde die Elektronenstreuung an einem Strukturmodell, be-
stehend aus 15 Monolagen BaTiO3 und 7 Monolagen SrRuO3 auf SrTiO3, im Querschnitt unter Varia-
tion der Objektdicke und des Defokus simuliert. Das Potenzial des Objekts wurde mittels freier Atom-
potenziale nach [Weickenmeier 1991] konstruiert10 und die irreduzible Superzelle der Dimension 25 nm
× 0.39 nm × 0.39 nm wurde mit 2600 × 40 × 40 Punkten numerisch abgetastet. Für die Superzelle
wurde ein Vakuumbereich über eine Länge von 10 nm ausgespart. Für die Aberrationskoezienten und
Enveloppen wurden die für das Cs-korrigierte TECNAI F20 üblichen Werte verwendet11. Zusätzlich
wurde die für die holographische Rekonstruktion verwendete Rekonstruktionsmaske auf die simulierte
Welle angewendet. Für eine Dicke von 6.8±0.2 nm und einen Defokus von 7.5±2.5 nm ergibt sich
hinsichtlich der Phasenschiebungen im BaTiO3 - Bereich der geringste Unterschied.
Die Feinstruktur (Abb. 3.13) weicht gerade im Falle des Amplitudenprols deutlich von den simu-
lierten Ergebnissen ab, was vermutlich auf Bildfehler höherer Ordnungen zurückzuführen ist. Für das
Phasenprol ist in qualitativer Hinsicht eine zufriedenstellende Übereinstimmung festzustellen. Im
STO-Bereich ist der Materialkontrast zwischen den Strontium und den Titan-/Sauersto-Positionen
korrekt wiedergegeben. Im BTO ist entsprechend der Simulation der atomare Kontrast zwischen den
Barium- und Titan-/Sauerstosäulen weniger oensichtlich. Die Atomsäulen können aber aufgrund
der Tatsache, dass die Titan-/Sauerstosäulen eine über die Grenzschicht hinweg konstante Phasen-
schiebung sowohl in der Simulation als auch im Experiment aufweisen, dennoch zugeordnet werden.
Das Phasenrauschen wurde nach den Methoden in Abschn. 2.4 auf 0.05 rad im Mittel bestimmt. Da-
mit ergibt sich unter Verwendung der gefundenen Objektdicke von 6.8 nm und einer Schichtbreite
von 6.0 nm eine Nachweisgrenze für ein mögliches homogenes elektrisches Feld in Wachstumsrichtung
von 0.34 V/nm. Diese Nachweisgrenze ist nur dann ausreichend, wenn das Objekt entsprechend wohl
deniert und es somit möglich ist, das Depolarisierungsfeld vom Materialkontrast in der Phase zu
trennen. Hier kommt jedoch erschwerend hinzu, dass der BTO -Bereich nicht von konstanter Dicke ist
und amorphe Deckschichten das groÿächige Phasensignal beliebig modulieren, so dass die praktische
Nachweisgrenze bedeutend höher liegt. Auch lokale Verkippungen und systematische Kristallbaufehler
können sich auf den niederfrequenten Phasenverlauf für Nachweis solcher Felder negativ auswirken.
10Es wurden die jeweiligen Gitterparameter und Atompositionen für STO, BTO und SRO aus den Arbeiten
[Buttner 1992a, Buttner 1992b, Jones 1989] entnommen und entlang der Grenzächen aneinander angepasst.
11Cs=10µm, Energiebreite ∆E = 1.0 eV, Beleuchtungsapertur ∆ϑ = 0.2 mrad.
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1a)                     Amplitude                              1b)         Vergleich mit Simulation
2a)                          Phase                               2b)             Vergleich mit Simulation
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Abbildung 3.12: Rekonstruierte Amplitude und Phase des SrRuO3 / BaTiO3 / SrTiO3 -Systems in
[010] Orientierung gemittelt aus einer Serie von 10 Hologrammen. Die entsprechenden Mittelwerte sind
in (1a) und (2a) dargestellt. Der Vergleich der Amplituden und Phasen mit Simulationen (1b und 2b)
zeigt gute Übereinstimmung der mittleren Phase im BaTiO3. Die experimentellen Prole sind über 4
Einheitszellen quer gemittelt. Querschnittspräparation: H. Müller.
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1)                   Amplitudenvergleich                     2)        Phasenvergleich
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Abbildung 3.13: Detaillierter Vergleich von experimentellem Amplituden- (1) und Phasenprol mit
Simulationen (blau). Anhand des Strukturmodells lassen sich die Strontium-, Titan-/Sauersto- und
Bariumsäulen als Phasenmaxima identizieren (2). Im Bariumtitanat gibt es nach den Simulations-
resultaten keinen ausgeprägten Materialkontrast. Das Phasenrauschen beträgt im Durchschnitt 0.05
rad. Es wurde in senkrechter Richtung zum Prol jeweils über ganze Einheitszellen gemittelt.
Da die Nachweisgrenze oberhalb der erwarteten Feldstärken liegt, besteht zunächst methodischer
Handlungsbedarf. Sollte durch Weiterentwicklung in Sachen Stabilität und Phasendetektion die Nach-
weisgrenze einen Bruchteil der zu erwartenden Feldstärken annehmen, sollten diese ferroelektrischen
Eekte messbar sein. Bei diesen Messgenauigkeiten muss zur Beantwortung dieser Fragestellung zu-
sätzlich wesentlich mehr Wert auf saubere, exakt präparierte Proben gelegt werden, die bestimmte
Grundannahmen, wie z.B. über den lokalen Verlauf von Dicke und Zusammensetzung, erlauben.
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3.4.2 Ein Blick in die Zukunft
Die neusten Transmissionselektronenmikroskope, welche zusätzlich auf Holographie spezialisiert sind,
überzeugen durch eine bemerkenswerte Verbesserung hinsichtlich Stabilität in allen denkbaren Berei-
chen. An der TU Berlin wurde unter Leitung von Prof. Dr. M. Lehmann vor Kurzem ein abbildungs-
fehlerkorrigiertes, mit optimaler Biprismaposition [Lichte 1996] und Doppelbiprisma [Harada 2004]
ausgestattetes FEI-Titan 80-300 kV TEM eingeweiht. Derartige Verbesserungen erlauben es, präzise
Höchstauflösungsserien aufzunehmen und das Signal-zu-Rauschverhältnis durch Mittelungsprozeduren
weiter zu erhöhen. Mit der identischen Probe wurden an diesem Gerät hochaufgelöste Hologramm-
Defokus-Serien aufgenommen (Dr. T. Niermann). Nach Rekonstruktion sowie Aberrations- und Drift-
korrektur ergeben sich Amplituden- und Phasenbilder mit einem erstaunlichen Gehalt an Informa-
tionen. Von der gleichen Probe sind in Abbildung 3.14 das Hologramm mit Fourierspektrum und
rekonstruierten mittleren Amplituden- und Phasenbildern dargestellt. Im Hologramm (a) und dessen
Fourierspektrum (b) gibt es keine Hinweise auf Fresnelsche Beugungssäume. Die Auösung im Seiten-
band lässt sich anhand der Reexe und der linearen Übertragungstheorie auf 0.12 nm schätzen (b). In
den Amplituden zeigen sich lokale Maxima an den Atompositionen, welche von dunklen Ringen umge-
ben sind. Das deutet in dünnen Bereichen auf geringfügige Aberrationen hin. In der Phase sind neben
den Kationenpositionen Phasenschiebungen der reinen Sauerstosäulen in den dünnen Bereichen zu
erkennen, was auf ein sehr gutes Signal-zu-Rauschverhältnis bei entsprechend hoher holographischer
Auösung schlieÿen lässt. Begrenzend sind an dieser Stelle nur noch der chromatische Fehler und die
Modulationstransferfunktion der CCD-Kamera. Die allerneuesten kommerziellen Mikroskope verfügen
bereits über Cc-Korrektoren (FZ Jülich), und die Kameras werden hin zu Einzelelektronen-Detektoren
weiter entwickelt. Man darf erwartungsvoll und gespannt in die Zukunft blicken.
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Hologramm Fourierspektrum
Amplitude Phase
a)   b)
c)   d)
BaTiO3
SrTiO3
Abbildung 3.14: (a) Das erste Hologramm einer Hologramm-Defokusserie mit Fourierspektrum (b)
bei 300 kV (FEI-Titan TEM). Auösung der rekonstruierten Welle beträgt 1.2 Å. Rekonstruierte,
aberrationskorrigierte und gemittelte Amplituden- (c) und Phasenbilder (d). Schwarze Pfeile zeigen
die Phasenschiebungen durch Sauerstoatome. Aufnahme und Rekonstruktion: Dr. T. Niermann, TU
Berlin.
Kapitel 4
Intensität und Kohärenz gestreuter
Elektronen im TEM
Das Phänomen der Interferenz ist charakteristisch für die Natur von Wellen und unterscheidet diese von
den Teilchen. Die weitreichenden experimentellen Errungenschaften gegen Ende des 19. Jahrhunderts
führten allerdings zu oensichtlichen Diskrepanzen zwischen den experimentellen Ergebnissen einerseits
und den bis dahin auf den Vorstellungen aus der klassischen Mechanik, Elektro- und Thermodynamik
sowie Optik beruhenden theoretischen Konzepten andererseits. Die revolutionären Arbeiten von Max
Planck über die Quantenhypothese von Strahlungsphänomenen zu Beginn des 20. Jahrhunderts initiier-
ten das Zeitalter der Quantentheorie [Planck 1900], welche sich radikal von der bis dahin vorherrschen-
den klassischen Intuition über physikalische Prozesse im Mikrokosmos absetzt, aber mit den experimen-
tellen Befunden harmoniert. Auf Grundlage dessen gelang es Albert Einstein den Photoeekt korrekt zu
deuten [Einstein 1905], woran sich eine Fülle weiterer experimenteller und theoretischer Resultate an-
schloss. In den zwanziger Jahren des 20. Jahrhunderts entwickelte sich die Quantentheorie des Elektrons
auf Grundlage des Welle-Teilchen-Dualismus, welche durch die bahnbrechenden Arbeiten von Louis de
Broglie initiiert wurde [de Broglie 1924]. Demnach wird ein Elektron nicht nur durch seine Masse und
Elementarladung, sondern auch durch eine Wellenlänge charakterisiert, welche es infolge seines Impul-
ses erhält. Diese revolutionären und höchst kontraintuitiven Gedanken fanden experimentelle Veri-
zierung durch das berühmte Experiment von Davisson und Germer über Elektronenbeugungsversuche
am Nickel-Einkristall [Davisson 1927]. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit, dass die Evolution des
Elektrons aufgrund seiner Welleneigenschaften durch eine Wellengleichung beschrieben werden muss
[Schrödinger 1926], was durch E. Schrödinger in Anlehnung an den Übergang von geometrischer Optik
zur Wellenoptik gelang. Lösung dieser Wellengleichung ist eine komplexwertige Funktion Ψ, welche sich
durch Amplitude und Phase charakterisieren lässt. Die experimentell zugänglichen Observablen erge-
ben sich aus dieser Wellenfunktion auf Grundlage der Born'schen Wahrscheinlichkeitsinterpretation
[Born 1926]. In der Ortsdarstellung wird das Betragsquadrat der Wellenfunktion als Ortsaufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert. Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron am Ort x und zur Zeit t
in einem bestimmten Ortsbereich dx und Zeitbereich dt zu messen, beträgt demnach
|Ψ(x, t)|2dx dt. (4.1)
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Da durch den Messprozess die Elektronenwelle kollabiert und an einem Ort mit gegebener Wahrschein-
lichkeit als Einzelereignis gemessen wird, ist es nicht möglich die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung
durch ein einzelnes Elektron zu bestimmen. Dafür ist strenggenommen ein Ensemble von Elektro-
nen erforderlich mit exakt den gleichen Anfangsbedingungen und der gleichen Historie, so dass sich
im Grenzwert groÿer Zahlen die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Elektrons aus der Messung der
Häugkeiten herausbildet. Aufgrund von statistischen Fluktuationen während des Emissionsprozesses
ist dieser Fall von vornherein nicht gegeben. Ein Maÿ für die Güte eines Ensembles hinsichtlich der
Rekonstruierbarkeit der Ortsaufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte eines Elektrons ist die Kohärenz des
Ensembles. Gerade für die holographische Messung von Phasenschiebungen (als Einzelelektronen-
eigenschaft) ist Kohärenz entscheidend, da diese auf der Detektion feiner Verbiegungen des Interferenz-
streifenmusters beruhen, welche im Falle geringfügiger Kohärenz verwaschen und die Phasenauösung
verringern [Lenz 1988]. Elastische und unelastische Streuung am Objekt führen unweigerlich zu einer
Degradierung von Kohärenz, die wiederum im Zusammenhang mit den physikalischen Eigenschaften
des Objektes steht. Das geschieht auf zwei prinzipiell verschiedene Arten. Zum einen können statis-
tische Fluktuationen des Objektes die Ensemblekohärenz verringern1. Zum anderen führt unelasti-
sche Streuung infolge von Verschränkung und Messung zur Reduktion von Kohärenz als Einzel-
elektroneneigenschaft [Schlosshauer 2007], welche zur Unterscheidung von der Ensemblekohärenz als
Zustandskohärenz bezeichnet wird. Ziel ist es, durch experimentelle Bestimmung von Kohärenz mittels
O-Axis-Holographie, mehr Informationen über den Streuprozess zu erhalten, als es durch Messung der
bloÿen Intensitäten möglich ist. Dafür soll in diesem Kapitel die Grundlage gelegt werden. Im fünften
Kapitel folgen die experimentellen Resultate einschlieÿlich deren Interpretation.
Im ersten Abschnitt geht es um das Problem der Streuung und der Messung im TEM. Dabei wird all-
gemein auf die Problematik der Verschränkung des Elektrons mit dem Objekt und die Konsequenzen,
die sich durch den Messprozess ergeben, eingegangen. Wesentlich ist dabei der Unterschied zwischen
reinen und gemischten Zuständen, die zu unterschiedlichen Eekten im Übertragungsverhalten von
Intensitäten im TEM führen. Im zweiten Abschnitt wird anhand des Dichtematrixformalismus dieses
unterschiedliche Übertragungsverhalten verständlich, da Dichtematrizen nicht nur Informationen über
die Intensität sondern auch über die Kohärenz der Elektronen beinhalten. Weiterhin wird der Ein-
uss von elastischer und unelastischer Streuung auf die Dichtematrizen allgemein erläutert. Im drit-
ten Abschnitt wird das Übertragungsverhalten von Dichtematrizen im TEM unter Einbeziehung aller
statistischen Aspekte des Elektronenstrahlensembles konkret diskutiert. Dabei werden bekannte Grö-
ÿen wie der Transmissionskreuzkoezient verallgemeinert. Darauf aufbauend wird die Entstehung von
Interferenzmustern durch das Möllenstedt'sche Biprisma in der Sprache der Dichtematrizen formuliert.
Es werden zudem Bedingungen abgeleitet, die eine direkte Interpretation von Interferenzerscheinungen
als Nebendiagonalelemente der Dichtematrix ermöglichen. Damit steht prinzipiell die Tür für eine voll-
ständige experimentelle Bestimmung der Dichtematrix oen. Im letzten Abschnitt wird die Plausibilität
der entwickelten Übertragungstheorie anhand der O-Axis-Holographie gezeigt und ein neuer Ansatz
für die Weiterentwicklung dieser Methode in Hinblick auf die Korrektur inkohärenter Aberrationen
gegeben.
1Ebenso können alle weiteren Einüsse des Mikroskops, wie mechanische, elektrische und magnetische Instabilitäten
zu einer Herabstufung der Ensemblekohärenz im Elektronenstrahl führen.
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4.1 Streuung und Messprozess im TEM
Zunächst wird allgemein das Streuproblem eines Elektrons am Objekt vorgestellt, was in der Konse-
quenz zu einer Verschränkung des Elektrons mit dem Objekt führt. Anschlieÿend wird der Messprozess
betrachtet, der in Verbindung mit der Verschränkung zur Folge hat, dass sich die Ortsaufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte eines Elektrons aus der Summe über die Intensitäten aller unelastisch ge-
streuten Partialwellen ergibt. Phasenbeziehungen zwischen diesen Partialwellen werden infolge des
Messprozesses zerstört.
4.1.1 Allgemeines Streuproblem
Generell handelt es sich bei dem System aus Strahlelektronen und Objekt in einem Transmissions-
elektronenmikroskop um ein relativistisches Vielteilchensystem, das unter bestimmten Näherungen mit
heutigen Rechenmitteln numerisch lösbar ist. In einschlägiger Literatur sind die wesentlichen Aspek-
te dieses Gebietes detailliert dargelegt [Wang 1995, Peng 2010]. Numerische Lösungsverfahren sind
beispielsweise in [Kirkland 1998] anschaulich erklärt. Im Rahmen dieses Unterabschnittes sollen zur
Einführung die wesentlichen Grundzüge zur Übersicht dargelegt werden.
Die numerische Handhabung dieses Vielteilchenproblems basiert grundlegend auf der Separation des
Systems der Strahlelektronen in voneinander unabhängige Teilchen, die aufeinanderfolgend emittiert
werden und mit dem Objekt interagieren. Weiterhin wird davon ausgegangen, dass alle durch Wechsel-
wirkung angeregten internen Freiheitsgrade bei Interaktion des nächsten Elektrons bereits abgeregt
sind2, so dass auch die Wechselwirkung mit dem Objekt zu keiner Korrelation zwischen den Elek-
tronen im Strahl führt. Daher kann der Streuprozess des Elektronenstrahls auf den des einzelnen
Elektrons reduziert werden. Da weiterhin die Energiebreite des Wellenpaketes eines Elektrons für die
Wechselwirkung mit dem Objekt bei den gegebenen Verhältnissen keine Rolle spielt, kann an Stelle
der zeitabhängigen eine stationäre Wellengleichung verwendet werden.
Relativistische Eekte, wie die Spin-Wechselwirkung des Elektrons mit den elektromagnetischen Po-
tenzialen des Objekts sind für die vorliegenden Verhältnisse vernachlässigbar, so dass anstelle der
Vielteilchen-Dirac-Gleichung die Klein-Fock-Gordon-Gleichung Anwendung nden kann. Diese lässt
sich im Falle sehr hoher Strahlenergien3 auf die Form einer Schrödinger Gleichung mit relativis-
tisch korrigierter Masse und Wellenlänge des Strahlelektrons überführen [Fujiwara 1961, Howie 1962,
Lubk 2010]:
(Ĥe + Ĥs + Ĥint)Ψ = EΨ. (4.2)
Dabei stellt Ĥe = −~2∆/2γme den Hamiltonoperator des freien Strahlelektrons dar. Das isolierte Viel-
teilchen-Objekt wird durch den Operator Ĥs beschrieben, der ein vollständiges, orthogonales Eigen-
funktionensystem {χi}i=1...N aufweist:
2Ein zeitlicher Abstand zwischen den Elektronen von 10−12 s entspricht einer Energiebreite von 4 meV. Für Anre-
gungen mit kleinerer Energiebreite (höherer Lebensdauer) ist diese Voraussetzung nicht erfüllt (Phononen), so dass es
dadurch zu einer Korrelation zwischen verschiedenen Strahlelektronen kommen kann.
3Im Vergleich zu den potenziellen Energien der Elektronen im Coulomb-Feld der Atome.
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Ĥsχi = εiχi, mit 〈χi|χj〉 = δij und
∑
i
|χi〉〈χi| = 1̂. (4.3)
Die Wechselwirkung zwischen dem Strahlelektron am Ort ~R und den Ladungsträgern des Objektes
an den Orten {~ξk} der Ladungen {Zk} wird durch den Wechselwirkungsoperator Ĥint in Form der
Coulombwechselwirkung vermittelt:
Ĥint = −
e2
4πε0
N∑
k=1
Zk∣∣∣~R− ~ξk∣∣∣ . (4.4)
Weiterhin wird angenommen, dass sich das Objekt vor der Wechselwirkung im Grundzustand χ0 be-
ndet und das Strahlelektron im Zustand φ0. Nach den Gesetzen der Zeitentwicklung hermitescher
Quantensysteme kommt es zu einer Verschränkung zwischen den Objektzuständen und dem Strahl-
elektron, derart dass sich die Gesamtwellenfunktion denitionsgemäÿ nicht mehr als ein Produkt-
zustand schreiben lässt, sondern aus einer linearen Überlagerung aller Objekteigenzustände mit kom-
plexen Gewichtungsfaktoren φi hervorgeht, welche von den Koordinaten des Strahlelektrons abhängen:
Ψ(~R, ~ξ1, ..., ~ξN ) =
∑
i=1
φi(~R)χi(~ξ1, ..., ~ξN ). (4.5)
Dabei ist χi ein Eigenzustand des Objekt-Vielteilchensystems und φi der nach Anregung in diesen
Zustand verbleibende Strahlelektronenzustand. Die Gesamtwellenfunktion ist als Eigenfunktion von
Ĥ nach wie vor charakterisiert durch die bekannten Welleneigenschaften, wie z.B. die der Interferenz-
fähigkeit, sofern nicht z.B. durch eine Messung in diesen Zustand eingegrien wird.
4.1.2 Messung
Der Messprozess in einem TEM ermöglicht den Zugri auf die Koordinaten des Strahlelektrons. In-
formationen über die Freiheitsgrade des Objektes gehen prinzipiell verloren. Um Vorhersagen über
die Ortsaufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Strahlelektrons treen zu können, muss daher über
alle nicht gemessenen Freiheitsgrade integriert werden4. Dies geschieht nach der Bildung des Betrags-
quadrates der Gesamtwellenfunktion Ψ in der folgenden Weise:
ρ(~R) =
∑
i,j
φi(~R)φ
∗
j (
~R)
∫
χi(~ξ1, ..., ~ξN )χ
∗
j (
~ξ1, ..., ~ξN )d
3ξ1...d
3ξN . (4.6)
Die Integration über die Objektfreiheitsgrade lässt sich direkt unter Anwendung der Orthogonalitäts-
relation der Objekteigenzustände (4.3) ausführen und ergibt den einfachen Ausdruck für die zu erwar-
tende Intensitätsverteilung:
ρ(~R) =
∑
i
φi(~R)φ
∗
i (~R). (4.7)
4Das wird auch als Teilspurbildung bezeichnet.
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Das ist die Intensitätsverteilung eines sogenannten gemischten Zustands, sofern sich diese Summe
nicht als ein Produkt einer Wellenfunktion mit ihrem komplex Konjugierten schreiben lässt. Sollte
diese Faktorisierung dennoch möglich sein, entspricht die gesamte Intensitätsverteilung direkt dem
Betragsquadrat einer Welle. Dabei handelt es sich um einen sogenannten reinen Zustand.
Die Koezienten φi ergeben sich durch Lösen des gekoppelten Dierenzialgleichungssystems, wel-
ches durch Einsetzen von (4.5) in (4.2) und durch Projektion auf die verschiedenen Objekteigen-
zustände χj entsteht [Kainuma 1955, Yoshioka 1957]. Lösungsverfahren für spezielle Systeme sind u.a.
in [Kasper 1969] zu nden. Allgemein wird natürlich die Kenntnis der entsprechenden Objekteigen-
zustände vorausgesetzt, welche z.B. im Rahmen von Dichtefunktionalrechnungen (DFT) [Kohn 1965]
im Vorfeld bestimmt werden müssen. Diese Objekteigenzustände bestimmen in dem Dierenzial-
gleichungssystem die entsprechenden Übergangsmatrixelemente.
Bemerkenswert an dem Resultat in (4.7) ist, dass, oenbar durch die Messung bedingt, infolge der Or-
thogonalität der Objekteigenzustände, die gestreuten Wellen verschieden angeregter Zustände kein ge-
meinsames Produkt bilden, d.h. mit keiner gemeinsamen Phasendierenz in die gemessene Intensitäts-
verteilung eingehen. Die Konsequenz des Messens kann daher als Randomisierung der Phasen zwischen
verschiedenen Partialwellen angesehen werden. Weiterhin wird anhand der vorangestellten Überlegun-
gen deutlich, dass es sich bei dieser Ortsaufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ρ um die eines einzel-
nen Elektrons handelt. Mit anderen Worten ist es so, als sähe das einzelne Elektron das gesamte
Anregungsspektrum des Objektes. Erst die Messung entscheidet, welcher Objektzustand eigentlich
angeregt wurde; dies wird dadurch deutlich, dass z.B. bei einer spektroskopischen Messung nur ein der
Anregung entsprechender Energieübertrag gemessen wird.
Diese formale Betrachtung zeigt, dass die gemessene Intensitätsverteilung ρ nicht mehr auf eine ein-
zelne Welle zurückführbar ist. Somit kann das, was dieser Intensitätsverteilung zu Grunde liegt, nicht
mehr als Welle begrien werden, was zu weitreichenden Konsequenzen führt. Anhand eines einfachen
Beispiels soll dies im Folgenden nahegelegt werden:
Nehmen wir an, dass ein unelastisch gestreutes Elektron eine zu erwartende Intensitätsverteilung auf-
weist, die sich aus der Summe der Intensitäten zweier weitgehend voneinander räumlich getrennten
Gauÿfunktionen g ergibt5, welche entlang der Mikroskopsäule in z-Richtung propagieren. Damit lau-
tet die Intensitätsverteilung für den gemischten Zustand bezogen auf die Ebene z = z0 senkrecht zur
optischen Achse:
ρgemischt(~r, z0) = |φ1(~r, z0)|2 + |φ2(~r, z0)|2 = |g(~r − ~r0, z0)|2 + |g(~r + ~r0, z0)|2 . (4.8)
5Mit weitgehend voneinander räumlich getrennt ist gemeint, dass die Breite der Gauÿverteilungen klein gegenüber
|~r0| ist, so dass deren gegenseitige Überlappung experimentell nicht erfassbar ist.
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 a)                                                             b)  
Abbildung 4.1: Intensitätsverteilungen zweier gauÿförmiger Zustände in Abhängigkeit vom Defokus
(Dz = 0 nm, 20 nm, 40 nm). Diese beiden Zustände bilden einmal einen gemischten Zustand (a)
nach (4.8) und einen reinen Zustand (b) nach (4.9) . Die beiden gauÿförmigen Zustände sind soweit
voneinander separiert, dass es erst bei Defokus zu einer messbaren Überlappung kommt.
Das könnte beispielsweise durch unelastische Streuung an zwei hypothetischen Zwei-Niveau-Atomen zu-
stande kommen. Nun könnte natürlich für sich betrachtet diese Intensitätsverteilung aus dem Betrags-
quadrat einer einzigen Wellenfunktion stammen. Dadurch ergibt sich die Intensitätsverteilung eines
reinen Zustands in der gleichen Ebene z = z0:
ρrein(~r, z0) = |φ1(~r, z0) + φ2(~r, z0)|2 = |g(~r − ~r0, z0) + g(~r + ~r0, z0)|2 . (4.9)
Da es keine messbare Überlappung zwischen diesen Funktionen gibt, sind die Intensitätsverteilungen
nicht voneinander zu unterscheiden. Der Beobachter hätte in diesem Fall anhand dieser Verteilung
keine Möglichkeit den wahren Ursprung ihrer Zusammensetzung auszumachen (vgl. durchgezogene
Kurven in Abb. 4.1). In diesem Sinne ist es zunächst nicht falsch intuitiv von einer ktiven unelastisch
gestreuten Welle auszugehen. Der gravierende Unterschied wird allerdings bei Betrachtung der Trans-
formationseigenschaften der zwei verschiedenen Wellenfelder unter Nahfeldpropagation deutlich, d.h.
wie verhalten sich die Intensitätsverteilungen in einer anderen Ebene z = z0 + Dz. Die Ausbreitung
der Teilwellen (φ1,2) unterliegt immer noch der Schödingergleichung, so dass sich im Falle paraxialer
Näherung eine Faltung der Wellen mit dem Fresnel'schen Propagator FPDz ergibt:
φ1,2(~r, z0 +Dz) = FPDz ⊗ φ1,2(~r, z0). (4.10)
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Dabei wird Dz üblicherweise als Defokus bezeichnet. Während im korrekten Fall der Summe aus beiden
Teilintensitäten (Abb. 4.1 links, gemischter Zustand) der Unterschied zwischen den Gauÿfunktionen
mit wachsendem Defokus verschwindet, entsteht im Fall der ktiven Welle (rechts, reiner Zustand) ein
relativ komplexes Interferenzmuster. Dieses unterschiedliche Verhalten der beiden Wellenfelder unter
Defokussierung ist auf deren verschiedene Kohärenzeigenschaften zurückzuführen, die oenbar nicht
im Informationsgehalt der bloÿen Intensitätsverteilungen enthalten sind. Daher ist es wünschenswert
eine Gröÿe zu konstruieren, welche neben der Intensitätsverteilung auch Kohärenzeigenschaften mit
sich führt und daher diese an diesem Beispiel (Abb. 4.1) angedeuteten Mehrdeutigkeiten eliminiert.
Dieses Anliegen führt zum Konzept der Dichtematrizen, welches im folgenden Unterabschnitt vorge-
stellt wird und auf elegante Weise Einsichten über das Verhalten von Intensität und Kohärenz anhand
von einfachen Modellsystemen erlaubt.
4.2 Einführung in den Dichtematrixformalismus
Das Konzept der Dichtematrizen6 beruht auf einer Verallgemeinerung der Intensitätsverteilung in (4.7)
derart, dass an die Stelle des Betragsquadrates einer Partialwelle das Produkt der Welle mit dem
komplex Konjugierten dieser Welle zu verschiedenen Koordinaten tritt:
ρ(~R, ~R′) =
∑
i=1
φi(~R)φ
∗
i (
~R′). (4.11)
Wichtig ist an dieser Stelle, dass es sich um eine reduzierte Dichtematrix handelt, welche sich aus der
totalen Dichtematrix, die sowohl die Objektzustände als auch die Strahlelektronen beherbergt, durch
Teilspurbildung ergibt. Diese totale Dichtematrix unterliegt hinsichtlich der Zeitentwicklung der Uni-
tarität, während das für die reduzierte Dichtematrix aufgrund der Teilspurbildung i.A. nicht gilt. Diese
Nichtunitarität ist formal der wesentliche Hauptgrund für ein Phänomen, welches als Dekohärenz be-
zeichnet wird und den Zerfall von Kohärenz eines oenen Quantensystems durch Wechselwirkung mit
seiner unmittelbaren Umgebung beschreibt. Dieser Prozess dient als Schlüssel zur Erklärung des Über-
gangs von der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik ohne Verwendung von Postulaten. Diese
Nichtunitarität führt zu Zeitentwicklungen, welche durch sogenannte Master-Gleichungen beschrieben
werden (z.B. Born-Markow-Mastergleichung) und geht u.a. mit dem sogenannten Kollaps der Wellen-
funktion einher [Tegmark 1993]. Für ein eingehendes Studium dieser und weiterer Aspekte ist die
Lektüre von [Schlosshauer 2007] zu empfehlen. Hinsichtlich der Interpretation der experimentellen Er-
gebnisse wird an gegebener Stelle auf diese Konzepte zurückgegrien.
Anschaulich lässt sich die Dichtematrix, welche hier der Ortsdarstellung des reduzierten Dichteoperators
entspricht, wie folgt verstehen: Die detektierbare Intensität ergibt sich aus den Diagonalelementen, und
die (räumliche) Kohärenz folgt aus den Nebendiagonalelementen, die als eine Art Dichte-Überlappung
verstanden werden können. Diese Formulierung bietet als wichtigste Eigenschaft, dass die Welleneigen-
schaften der Partialwellen in dieser Form erhalten bleiben und nicht durch die Betragsquadratbildung
verloren gehen, so dass diese Funktion (4.11) sowohl durch die Elektronenoptik als auch durch beliebi-
ge Objekte numerisch propagiert werden kann [Peng 2010]. Dies ist für detektierte Intensitäten nicht
möglich. Zunächst ist keine Vereinfachung des Streuproblems durch Einführung dieser Gröÿe (4.11)
6In der Literatur oft auch mutual coherence function genannt [Born & Wolf].
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ersichtlich, da für deren Konstruktion alle gestreuten Partialwellen benötigt werden. Interessant wird
jedoch der Formalismus, wenn analytische Näherungen für diesen Ausdruck gefunden werden können,
die das Problem erheblich vereinfachen (z.B. [Kohl 1983, Müller 1998, Schattschneider 1999]).
Die Dichtematrix in (4.11) ist abhängig von einem sechsdimensionalen Parameterraum, der allerdings
bezogen auf die Gegebenheiten im Elektronenmikroskop auf vier Dimensionen reduziert werden kann,
da die ortsaufgelöste Messung stets nur in einer festgelegten Ebene senkrecht zur optischen Achse mit
z = z0 erfolgt:
ρ(~r, ~r ′) = ρ(~r, z0, ~r
′, z0) =
∑
i=1
φi(~r, z0)φ
∗
i (~r
′, z0). (4.12)
Der Vektor ~r beschreibt somit die Position in dieser Ebene. Die folgenden Eigenschaften sind für die
weiterführenden Betrachtungen wichtig:
• Vertauschung von Ortskoordinaten: ρ(~r ′, ~r) = ρ∗(~r ′, ~r).
• Reelle und positive Diagonalelemente: ρ(~r, ~r) ∈ R und ρ(~r, ~r) ≥ 0.
• Fouriertransformation:
ρ(~q, ~q ′) = FT[ρ(~r, ~r ′)] =
∫
ρ(~r, ~r ′)e−2πi(~q~r−~q
′~r ′)d2rd2r′. (4.13)
Die Fouriertransformation entspricht in der Abbe'schen Theorie der Propagation einer Objektwelle von
der Objektebene in die hintere Brennebene. Anhand der Struktur der Fouriertransformation wird deut-
lich, dass für die Bestimmung der Diagonalelemente im Fourierraum die Nebendiagonalelemente, d.h.
die Kohärenz im Ortsraum, von essenzieller Bedeutung ist. Dieser Zusammenhang wird im Abschnitt
4.3 bei der Diskussion des Übertragungsverhaltens im holographiefähigen Elektronenmikroskop wichtig.
Die am oben beschriebenen Beispiel mit den inkohärenten und kohärenten gauÿförmigen Wellenpaketen
(4.8 und 4.9) besprochene Diskrepanz im Transformationsverhalten der Intensitätsverteilungen soll
nun im Licht der eingeführten Dichtematrix erneut betrachtet und ihre Aussagefähigkeit in Hinblick
auf Kohärenz und gemessener Intensität demonstriert werden. In Abb. 4.2 sind die Dichtematrizen
für den gemischten (links, 1a-1d) und den reinen Zustand (mittig, 2a-2d) mit den jeweiligen Werten
der Diagonalelemente im Vergleich (rechts, 3a-3d) dargestellt. Der Defokuswert beginnt bei null und
erhöht sich um 20 nm für jede nachfolgende Reihe. Zu sehen ist, dass sich zu Beginn der gemisch-
te vom reinen Zustand in den Nebendiagonalen, aber nicht in den Hauptdiagonalen unterscheidet.
Die Propagation lässt sich nun sehr anschaulich durch einen Vermischungsprozess von Diagonal- und
Nebendiagonalelementen verstehen, der sich je nach Ausgangssituation unterschiedlich auf Intensität
und Kohärenz auswirkt. Dieses Beispiel zeigt, dass ein gemischter Zustand in der Regel nicht konsis-
tent durch eine Welle beschrieben werden kann, da für eine einzige Welle per Denition immer den
Diagonalelementen entsprechend Nebendiagonalen auftreten (Abb. 4.2 2a), während dies im Allgemei-
nen für gemischte Zustände nicht zutreen muss (Abb. 4.2 1a). Interessanterweise ergeben sich sogar
Interferenzeekte bei den Nebendiagonalen des gemischten Zustands, die darauf zurückzuführen sind,
dass diese Elemente i.A. komplexwertig sind und die lineare Superposition der Teilmatrizen nach (4.12)
zu Auslöschungs- und Verstärkungseekten führen kann.
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Abbildung 4.2: Propagationsverhalten der Dichtematrix eines gemischten (1) Gl. 4.8 und reinen Zu-
stands (2) Gl. 4.9. Vergleich zwischen den entsprechenden Diagonalelementen (siehe gestrichelte Linie
in 1a). Es wurden die Defoki 0 nm (a), 20 nm (b), 40 nm (c) und 60 nm (d) gewählt.
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Es besteht die Frage, inwieweit die Kohärenzeigenschaften des Elektronenstrahls durch Wechselwirkung
mit seiner Umwelt verändert werden. Die derzeitigen experimentellen Möglichkeiten auf höchstem Ni-
veau erlauben die Beobachtung von Materiewelleninterferenzen von groÿen Molekülen wie z.B. C70-
Fullerenen. In diesem Regime führen bereits Wechselwirkungen mit dem Restgas des Laborvakuums
[Hornberger 2003] oder mit thermischer Strahlung [Hackermüller 2004] zu merklicher Dekohärenz, wel-
che nicht im Sinne von Dephasierung durch klassische Kollisionen, sondern durch Verschränkung mit
der Umwelt zu verstehen sind [Schlosshauer 2004]. Für Elektronen lassen sich ebenfalls solche Eekte
anhand von Dekohärenzraten, welche den Einuss der Nichtunitarität in deren Zeitenwicklung fest-
legen, beziern [Joos 1985, Tegmark 1993]. Es zeigt sich jedoch, dass diese Raten gegenüber denen
von Atomen oder Molekülen um Gröÿenordnungen kleiner sind. Unter Berücksichtigung der kurzen
Verweildauern der Elektronen in der TEM-Säule ist messbare Dekohärenz aufgrund der oben geschil-
derten Einüsse (Streuung am Restgas, thermische Strahlung, etc.) nicht zu erwarten.
Für die Elektronenstreuung im TEM sind besonders die wechselwirkungsbedingten Verschränkungen
mit dem Objekt von besonderer Bedeutung, die die Kohärenzeigenschaften entsprechend beeinussen.
Daraus leitet sich die Frage ab, ob sich aus dem Studium von Kohärenz im Elektronenstrahl neue Aus-
sagen über Eigenschaften des Objektes gewinnen lassen. Im folgenden Unterabschnitt wird zunächst
der Kohärenzbegri diskutiert und in Zustands- bzw. Ensemblekohärenz unterteilt. In den anschlieÿen-
den Unterabschnitten werden die Einüsse von elastischer und unelastischer Streuung auf die Kohärenz
der gestreuten Elektronen erläutert.
4.2.1 Der Kohärenzbegri
Anhand des eingeführten Dichtematrixkalküls lässt sich Kohärenz durch die Nebendiagonalelemente
der Dichtematrix denieren. Kohärenz beschreibt, inwieweit verschiedene Bereiche des Wellenfeldes
eine gegenseitige von null verschiedene komplexwertige räumliche oder zeitliche Überlappung aufwei-
sen7. Das obig eingeführte Beispiel zeigt allerdings, dass diese Gröÿe genauso wie die Intensität von
der Ebene abhängt, in der gemessen wird (Abb. 4.2). Ein weiteres extremes Beipiel ist die Dichte-
matrix der ebenen Welle, die senkrecht auf die Objektebene trit. In dieser Ebene sind alle Diagonal-
und Nebendiagonalelemente konstant, so dass die Bezeichnung absolut kohärent naheliegend ist.
Eine Propagation dieser Dichtematrix in die hintere Brennebene der Objektivlinse (4.13) führt je-
doch zur Diagonalisierung. Ist das gleichbedeutend mit Dekohärenz? Dieses Problem hängt mit der
Vielfältigkeit der Repräsentationsmöglichkeiten der Dichtematrix durch unterschiedliche Basissysteme
zusammen, so dass Kohärenz losgelöst von der konkreten Basis zunächst keine Aussage über die Natur
des betrachteten Wellenfeldes erlaubt. Ist allerdings die vollständige (komplexe) Dichtematrix für eine
Basis bekannt, so ist sie es für alle anderen Basen ebenfalls. Die in Abb. 4.2 dargestellten defokus-
sierten Dichtematrizen ergeben sich jeweils durch eine konkrete Basistransformation und beinhalten
jeweils den gleichen Informationsinhalt, allerdings unterschiedlich verteilt auf Diagonal- und Neben-
diagonalelemente. Eine Diskussion über Kohärenz erfordert daher stets die Festlegung einer bestimmten
Messvorschrift.
7Im nächsten Abschnitt wird Messung von Kohärenz mittels O-Axis-Holographie beschrieben.
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Allgemeiner betrachtet besteht die Möglichkeit, Gröÿen zu verwenden, die basisunabhängige Aussagen
über das Wellenfeld erlauben, wie zum Beispiel die Reinheit 8. Diese ergibt sich durch Spurbildung
der Dichtematrix in der folgenden Weise:
ζ ≡ SP[ρ
2]
SP[ρ]2
. (4.14)
Für einen reinen Zustand ergibt sich stets ζ = 1 und für den gemischten in Abb. 4.2 ζ = 0.5. Diese
Gröÿe bleibt invariant unter unitären Transformationen, wie sie sich z.B. in der freien Propagation des
Wellenfeldes konkretisieren. Die Reinheit ist demnach eine Gröÿe, die globale Aussagen über Kohä-
renz unabhängig von der Ebene, in welcher diese gemessen wird, erlaubt. Diese Gröÿe beschreibt die
Zusammensetzung des gemischten Zustands, die natürlich im Zusammenhang mit dem Streuprozess
steht und sich entsprechend verringert, wenn es zu Dekohärenz infolge von Nichtunitarität kommt.
Da der Informationsgehalt dieser Gröÿe relativ beschränkt ist, wird im Weiteren die Dichtematrix
bezüglich einer bestimmten Basis betrachtet, die sich durch eine bestimmte Ebene im Strahlengang
auszeichnet; vorzugsweise ist dies die Bildebene im Mikroskop.
Für die Diskussion von Kohärenz ist es wichtig, eine Unterscheidung zwischen den quantenmechanischen
Kohärenzeigenschaften eines einzelnen Elektrons (Zustandskohärenz) und jenen statistischen des En-
sembles im Elektronenstrahl (Ensemblekohärenz) zu treen. Die experimentell gemessene Kohärenz
setzt sich stets aus einer Überlagerung beider Kohärenzen zusammen. Unter bestimmten experimen-
tellen Gegebenheiten, welche in Abschnitt 4.3 analysiert werden, lassen sie sich jedoch voneinander
separieren.
Zustandskohärenz
Die Zustandskohärenz bezieht sich auf das Verhalten der Nebendiagonalelemente einer Dichtematrix
eines einzigen Elektrons, welche infolge der Streuung am Objekt durch Verschränkung i.d.R. eine
Dämpfung erfahren. Dabei sind Wechselwirkungsprozesse wichtig, die sich auf Zeitskalen abspielen,
welche in der Gröÿenordnung der Verweildauer des Elektrons im Objekt liegen. Entscheidend für die
Zustandskohärenz ist die Verschränkung mit dem Objekt (4.6) und den damit verbundenen Kon-
sequenzen durch den Messprozess (4.7). Dieser Eekt ist nur auf Grundlage der Quantenmechanik
verständlich und nur dann exakt messbar, wenn es keine weiteren Einüsse seitens des Objektes auf
das Elektronenstrahlensemble gibt. Formal lässt er sich durch die unitäre Zeitentwicklung des totalen
Dichteoperators von Elektron (e) und Objekt (o) und der anschlieÿenden Teilspurbildung über die
Freiheitsgrade des Objektes (SPo) verstehen:
ρ̂e(t) = SPo{Û(t)ρ̂oe(0)Û †(t)}. (4.15)
Der reduzierte Dichteoperator entwickelt sich aber bei unelastischer Wechselwirkung mit dem Objekt,
wie eingangs erwähnt, nicht mehr unitär, so dass sein Zeitverhalten über Mastergleichungen bestimmt
werden muss [Schlosshauer 2007].
8Engl. purity, siehe auch [Schlosshauer 2007].
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Ensemblekohärenz
Die Ortsaufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte eines einzelnen Elektrons kann nicht durch dasselbe voll-
ständig bestimmt werden, da dieser Zustand in einem Detektor stets kollabiert und lediglich ein Signal
an einem Ort mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit hinterlässt. Zur Bestimmung der Intensitäts-
verteilung ist also eine genügend oft durchgeführte Wiederholung exakt desselben Streuexperiments
nötig, um mit statistischer Gewissheit die gesamte Verteilung rekonstruieren zu können. Das erfor-
dert, dass das Ensemble des Elektronenstrahls sich aus Elektronen mit gleichen Anfangsbedingungen
zusammensetzt, die in genügend groÿen zeitlichen Abständen einzeln mit dem Objekt in Wechsel-
wirkung treten, so dass aufeinanderfolgende Elektronen das Objekt im gleichen Ausgangszustand vor-
nden.
Das sind zwei Bedingungen, die grundsätzlich nicht erfüllt sind. Die Tatsache, dass eine punktförmige,
monochromatische Elektronenquelle nicht verfügbar ist und dass das Objekt thermischen Bewegungen
zum einen und der langfristigen, teilweise irreversiblen Veränderung durch den Elektronenstrahl zum
anderen ausgesetzt ist, erzwingt, eine weitere Art von Köharenz zu denieren, die sich auf das En-
semble des Elektronenstrahls auswirkt und von der Kohärenz eines Elektronenzustands zu trennen ist.
Einüsse auf die Ensemblekohärenz machen sich vor allem durch Wechselwirkungsprozesse bemerkbar,
die auf Zeitskalen ablaufen, welche weitaus gröÿer sind als die reine Verweildauer des Elektrons im
Objekt. Im Weiteren wird für diese Fälle von Ensemblekohärenz gesprochen.
Die Ensemblekohärenz lässt sich ebenfalls im Rahmen des Dichtematrix-Konzepts formulieren, aller-
dings nicht in einem quantenmechanischen, sondern in einem rein statistischen Sinne. Dabei wird die
Dichte des einzelnen Elektrons ρα,β parametrisiert - in Abhängigkeit von der Anfangsbedingung des
jeweiligen Elektrons im Strahl zum Zeitpunkt der Emission (α) und in Abhängigkeit von dem zum Zeit-
punkt der Wechselwirkung vorgefundenen Objektzustand (β). Unter Kenntnis der Verteilungsfunktion
f(α, β) wird über alle möglichen Dichtematrizen integriert9:
ρ =
∫
Strahl
dα
∫
Objekt
dβ f(α, β) ρα,β. (4.16)
Im Falle der statistischen Unabhängigkeit des Einzelprozesses kann die Verteilungsfunktion faktorisiert
werden. Die Parameter α und β werden im Abschnitt 4.3 konkretisiert. Die direkte Summierung der
Dichten entspricht hierbei einer Verallgemeinerung der gewohnten Summierung von Intensitäten unkor-
relierter Elektronen. Nun ist es eine Sache der konkreten Verteilungsfunktion f , wie sich die Diagonal-
und Nebendiagonalelemente der Ensembledichte ausprägen und ob die durch Streuung eines einzel-
nen Elektrons am Objekt veränderte Zustandskohärenz durch das Ensemble vollständig, gedämpft
oder überhaupt nicht durch geeignete Experimente messbar ist. In der Literatur wird, diese drei Fälle
unterscheidend, von Kohärenz, partieller Kohärenz oder Inkohärenz des gestreuten Elektronenstrahls
gesprochen10.
9Dispersion durch die Elektronenoptik im TEM geht durch die entsprechende Formulierung von ρα,β z.B. als Phasen-
modulation in der hinteren Brennebene in Abhängigkeit von α in die Rechnung ein.
10Wird das Objekt auÿen vor gelassen, so spricht man von kohärentem, partiell kohärentem und inkohärentem Aus-
leuchten.
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4.2.2 Elastische Elektronenstreuung
Ein Streuprozess wird klassisch als elastisch bezeichnet, wenn die gesamte Bewegungsenergie erhalten
bleibt, d.h. wenn kinetische Energie zwischen den Stoÿpartnern umverteilt wird, sie aber nicht in z.B.
Verformungsarbeit umgewandelt wird. Elastische Streuung geht allerdings in der Regel mit unelasti-
scher Streuung einher, wenn das Objekt über interne Freiheitsgrade verfügt, so dass eine Trennung der
beiden Prozesse im Allgemeinen nicht möglich ist. Im Folgenden soll der Einuss elastischer Streuung
auf Zustands- und Ensemblekohärenz diskutiert werden.
Zustandskohärenz
Entscheidend für die Kohärenzbetrachtung ist die Frage, ob sich der Zustand des Objektes durch die
Streuung ändert. Betrachten wir exemplarisch eine stationäre Potenziallandschaft, die von den durch-
dringenden Elektronen unbeeindruckt bleibt. In diesem Fall kann von einer rein elastischen Wechsel-
wirkung gesprochen werden. Der Verschränkungsmechanismus eines einzelnen Strahlelektrons mit dem
Objekt und der darauolgende Messprozess lassen sich in gewohnter Weise durch
φ0χ0 →
∑
q
φqsχ
q
0 (4.17)
ρ =
∑
q,q′
φqsφ
q′∗
s
〈
χq0|χ
q′∗
0
〉
(4.18)
formulieren. Für die rein elastische Streuung beschreibt der Index q den Streuwinkel, in welchen das
elastisch gestreute Elektron mit bestimmter Wahrscheinlichkeit gestreut wird. Das Objekt verbleibt
denitionsgemäÿ im vorgefundenen Grundzustand, so dass die durch den Messprozess implizierte Teil-
spurbildung die Übergangsmatrixelemente vereinfacht〈
χq0|χ
q′∗
0
〉
= 1 (4.19)
ergibt. Folglich faktorisiert die Doppelsumme und ergibt eine Dichtematrix, die den reinen Zustand φs
des elastisch gestreuten Elektrons repräsentiert:
ρ =
∑
q
φqs
∑
q′
φq
′∗
s = φsφ
∗
s. (4.20)
Die Summe φs =
∑
q φ
q
s kann beispielsweise als eine Fourierdarstellung der gestreuten Welle inter-
pretiert werden. Die Faktorisierbarkeit der Doppelsumme bedeutet anschaulich, dass die Phasen-
beziehungen zwischen allen möglichen Partialwellen φqs infolge des Streu- und Messprozesses vollständig
erhalten bleiben. Aus dieser Betrachtung wird oenkundig, dass sich der abstrakte Fall der elastischen
Streuung an einem stationären Potenzial auf natürliche Weise im Verschränkungsformalismus wieder-
ndet.
Ensemblekohärenz
Die Natur des rein elastisch gestreuten Anteils des Wellenfeldes wird durch das vorherige Beispiel allein
nur ungenügend beschrieben, da das atomare Potenzial des Objekts stets thermischen Fluktuationen
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unterworfen ist. Zur Veranschaulichung des Einusses thermischer Eekte auf die Ensemblekohärenz
sei an dieser Stelle ein Modell der elastischen Elektronenstreuung an zwei ktiven Atomen diskutiert,
die sowohl vollkommen unkorreliert (Grenzfall: ungebunden) als auch vollkommen korreliert (Grenz-
fall: starr gebunden) um ihre Positionen thermisch uktuieren. Die Fluktuationzeiten werden dabei
als klein gegenüber den zeitlichen Abständen aufeinanderfolgender Elektronen und als groÿ gegen-
über den Interaktionszeiten des einzelnen Elektrons mit dem Objekt angenommen. Das entspricht im
Wesentlichen der üblichen Näherung für die Simulation von Intensitätsverteilungen atomar gestreuter
Elektronenwellen [Wang 1995, Lubk 2009b]. Die Dichtematrix eines gestreuten Elektrons ist folglich
rein, da die Streuung selbst den Zustand des Objektes nicht ändert. Für jedes Elektron ist sie aber
leicht verschieden im Sinne einer statistischen Verteilungsfunktion fσ. Vereinfachend wird die elasti-
sche Streuung an den zwei Atomen eindimensional durch zwei kohärente, gauÿförmige Wellenpakete
beschrieben (Vgl. Abb. 4.2). Ebenfalls werden als Verteilungsfunktionen für die thermische Bewegung
der Atome gauÿförmige Verteilungsfunktionen der variablen Breite σ12 sowie ein mittlerer Abstand der
Atome von d12 = 4 Å angesetzt. Die Ausleuchtung wird als perfekt kohärent angenommen. Formal
unterscheiden sich die Dichtematrizen der beiden Bewegungen durch:
unkorreliert : ρu(x, x
′) =
∫
dβ1dβ2 fσ(β1)fσ(β2) ρβ1,β2(x, x
′)
korreliert : ρk(x, x
′) =
∫
dβ1 fσ(β1) ρβ1,β1(x, x
′). (4.21)
Die Parameter β1, β2 beschreiben dabei die statistischen Verschiebungen der beiden Atome aus ihrer
mittleren Lage.
In Abb. 4.3 ist das Verhalten von Intensität (Hauptdiagonale) und Kohärenz (Nebendiagonale) nach
elastischer Streuung eines Elektronenensembles an einem idealisierten zweiatomigen Objekt in Abhän-
gigkeit von der thermischen Fluktuationsbreite und möglichen Korrelationen in der thermischen Be-
wegung dargestellt. Erwartungsgemäÿ nimmt die Verschmierung der atomaren Signale auf der Haupt-
diagonalen mit wachsendem σ12 zu. Wesentlich ist hierbei, dass unterschiedliche Korrelationen an dieser
Stelle nicht messbar zutage treten, sondern in erster Linie im Verhalten der Nebendiagonalen oensicht-
lich werden. Während die unkorrelierte Bewegung die Nebendiagonalen bezüglich der Hauptdiagonalen
weitgehend dämpft, zeigt die vollständig korrelierte Bewegung regelrecht gleichrangige Signalstärken
im Vergleich mit den Diagonalelementen.
Zur Diskussion des Dekohärenzverhaltens wird zum einen die Reinheit ζ der resultierenden Dichte-
matrizen des streuenden Elektronenensembles (Gl. 4.14) und zum anderen das Verhältnis zwischen
Nebendiagonal- und Diagonalelementen µσ(d12) (Gl. 4.22) für verschiedene Fluktuationsbreiten σ12
angenommen. Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass letztere Gröÿe die allein holographisch zu-
gängliche ist. Sie wird daher auch als Kohärenzgrad bezeichnet:
µσ(d12) =
2ρ(−d12/2, d12/2)
ρ(d12/2, d12/2) + ρ(−d12/2,−d12/2)
. (4.22)
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Dekohärenz des Elektronenstrahl-Ensembles durch thermische Bewegungen
σ12 = 0.0 nm
σ12 = 0.0 nm
σ12 = 0.05 nm
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Abbildung 4.3: Eindimensionale Dichtematrizen elastisch gestreuter Elektronen an zwei thermisch uk-
tuierenden Atomen. (1a-1d): Thermische Schwingungen vollkommen unkorreliert; (2a-2d): Thermische
Schwingungen vollkommen korreliert. Fluktuationsbreiten von (a) nach (d) ansteigend σ12= 0 nm, 0.05
nm, 0.10 nm, 0.15 nm. Diagonalelemente zeigen deutlich stärker werdende Verschmierungen, die jedoch
unspezisch für Korrelationsaussagen sind. Nebendiagonalelemente weisen hingegen einen wesentlichen
Unterschied auf, der auf Korrelationen zurückzuführen ist.
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Charakteristika am Beispiel thermischer Dekohärenz des Elektronenstrahl-Ensembles
Vollständig unkorrelierte Schwingungen Vollständig korrelierte Schwingungen
Kohärenzgrad µ
Reinheit ζ
Kohärenzgrad µ
Reinheit ζ
a)                                                                                    b)
Abbildung 4.4: Demonstration der charakteristischen Maÿstäbe für Kohärenz am Beispiel der Deko-
härenz eines elastisch gestreuten Elektronen-Ensembles an zwei bezüglich ihrer Lage uktuierenden
Atomen, charakterisiert durch den Kohärenzgrad (4.22) und Reinheit (4.14) in Abhängigkeit von der
Breite der thermischen Positionsverteilungsfunktion. (a): Thermische Bewegung vollkommen unkorre-
liert; (b): Thermische Bewegung vollkommen korreliert.
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Diese Gröÿe ist im Gegensatz zur Reinheit ζ nicht mehr unabhängig von der elektronenoptischen Ebe-
ne, erweist sich aber in folgender Hinsicht als geeigneter: In Abb. 4.4 ist die Dekohärenz in Abhängigkeit
von der Fluktuationsbreite dargestellt. Oensichtlich beschreiben beide Charakteristika qualitativ das
Phänomen, dass die Dekohärenz im unkorrelierten Fall stärker in Erscheinung tritt, als im korrelierten
Fall. Die global ermittelte Reinheit tritt allerdings wesentlich robuster gegenüber Korrelationen auf,
während sich der Kohärenzgrad als ein wesentlich sensibleres Maÿ erweist. Schlussendlich wird an die-
sem einfachen Beispiel klar, dass mögliche Korrelationen im Objekt einen Einuss auf die Kohärenz
der gestreuten Elektronen haben und dass die Nebendiagonalen der Dichtematrix interessante Infor-
mationen über beispielsweise chemische Bindungsverhältnisse (Korrelationsstärke) beinhalten können,
die über die konventionell abgebildete atomare Struktur hinausgehen.
4.2.3 Unelastische Elektronenstreuung
Unelastische Elektronenstreuung geht immer mit der Anregung interner Freiheitsgrade des Objektes
einher. Der Messprozess führt zu Dekohärenz des Strahlelektrons, wenn prinzipiell daraus Informatio-
nen beispielsweise über den Ort des Elektrons durch Verschränkung mit dem Objekt gewonnen werden
können11. Somit gerät die Unterscheidbarkeit der Objektzustände in den Mittelpunkt, die sich durch
das Skalarprodukt zwischen verschiedenen Objektzuständen in Gl. 4.6 bemerkbar macht. Im Falle der
rein elastischen Streuung sind alle Elemente gleich eins, somit ununterscheidbar, und folglich bleibt
der Elektronenzustand rein. Sobald auch nur eines dieser Skalarprodukte kleiner eins ist, kommt es zu
einem gemischten Zustand und somit automatisch zu Dekohärenz. Im Prinzip lässt sich über die Me-
thode nach [Yoshioka 1957] das unelastische Streuproblem lösen und aus der Lösung die Dichtematrix
des gestreuten Elektrons konstruieren. Jedoch zeigen sich gerade im niederen Energieverlustbereich
Probleme in der Berechnung der Dekohärenzmechanismen kollektiver Anregungen.
Ein alternativer Ansatz besteht darin, die Wechselwirkung mit dem Objekt und die Anregungs-
mechanismen interner Freiheitsgrade zu trennen. Diese Idee geht zurück auf [van Hove 1954], in welchen
der Streuquerschnitt für unelastisch gestreute Elektronen in erster Born'scher Näherung als ein Pro-
dukt eines Wechselwirkungsterms mit dem sogenannten dynamischen Formfaktor S( ~Q,E) angesetzt
ist, der alle für die unelastische Streuung relevanten Objekteigenschaften beschreibt. Wie für die erste
Born'sche Näherung üblich, hängt diese Gröÿe nur vom Impulsübertrag ~Q und vom Energieverlust E
ab. Der dynamische Formfaktor hat sich als besonders hilfreich erwiesen, da er mit den Dichteuktua-
tionen des Elektronengases im Objekt in direktem Zusammenhang steht [Platzman 1973] und somit
die dierenziellen Streuquerschnitte für kollektive Anregungen zugänglich macht. Weiterhin steht da-
mit der dynamische Formfaktor im Zusammenhang mit den Response-Funktionen dieser Anregungen
als eine direkte Konsequenz des Fluktuations-Dissipations-Theorems. In diesem Rahmen wurden z.B.
dierenzielle Streuquerschnitte für Plasmonenanregungen abgeleitet [Ritchie 1957].
Für die Untersuchung von Kohärenz in einer zum Objekt konjugierten Bildebene hilft dieser Ansatz
zunächst nicht, da dieser lediglich die Intensitäten im Beugungsbild, d.h. in der hinteren Brennebene
beschreibt. Für die Abbildung von der hinteren Brennebene in die Bildebene ist aber auch die Kohä-
11Diese Sichtweise entstammt der Interpretation des Welcher-Weg-Experiments am Doppelspalt. Dabei kommt es zu
Dekohärenz, wenn es prinzipiell gelingen könnte, Informationen über den Ort des Quantenobjektes zu gewinnen. Für
weiterführende Literatur sei auf [Schlosshauer 2007] und die darin verwendeten Referenzen verwiesen.
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renz im Fourierraum entscheidend12, welche in einer Verallgemeinerung des dynamischen Formfaktors
hin zum gemischten dynamischen Formfaktor Ausdruck ndet (MDFF13). Mit dieser Verallgemei-
nerung ist es möglich, im Sinne der van Hove'schen Faktorisierung den Abbildungsmechanismus für
unelastisch gestreute Elektronen im TEM zu verstehen, was erstmals von H. Rose durchgeführt wurde
[Rose 1976]. Für diesen MDFF können geeignete Näherungen gefunden werden, so dass unelastische
Streuung an einem einzelnen Atom [Kohl 1985] bis hin zur Abbildung von Oberächenplasmonen
[Kohl 1983] in diesem Rahmen theoretisch modellierbar ist. Diese Verallgemeinerung erlaubt es nun,
die Dichtematrix in einer zum Objekt konjugierten Ebene zu ermitteln und damit Aussagen über die
räumliche Kohärenz in dieser Ebene infolge der unelastischen Streuung zu treen. Die Dichtematrix
ist im Fourierraum infolge der unelastischen Wechselwirkung mit dem Objekt in erster Born'scher
Näherung durch [Rose 1984, Schattschneider 1999]:
ρ(~q, ~q ′, E) =
(
2πm0e
2
~k20ε0
)2
S( ~Q, ~Q′, E)
~Q2 ~Q′2
(4.23)
gegeben. Wie es für die erste Born'sche Näherung üblich ist, hängt der Formfaktor nur von den
Dierenzvektoren der einfallenden (i) und auslaufenden (f) Wellenvektoren ab:
~Q =
(
~q
qE
)
=
(
~k⊥,i − ~k⊥,f
k‖,i − k‖,f
)
, qE ≈
E
2E0
k0. (4.24)
Der Impulsübertrag in Richtung der optischen Achse qE entspricht für kleine Streuwinkel dem Unter-
schied zwischen den Radien der Ewaldkugeln vor und nach der Streuung [Egerton 1996]. Der Quotient
in (4.23) erinnert an die Rutherford'sche 1/Q4-Abhängigkeit und ergibt sich aus der nicht-lokalen
Coulombwechselwirkung zwischen dem Strahlelektron und dem Objekt. Er bestimmt für die üblichen
kinetischen Energien ganz wesentlich die Kohärenz der gestreuten Elektronen [Schattschneider 2005].
Die Dichtematrix in der Bildebene ergibt sich durch Fouriertransformation nach (4.13):
ρ(~r, ~r ′, E) =
(
2πm0e
2
~k20ε0
)2
K0(qE |~r|)K0(qE |~r ′|)⊗~r,~r ′ S(~r, ~r ′, E). (4.25)
Die Coulombdelokalisierung überträgt sich durch koordinatenweise Faltung des Ortsraum-MDFF mit
den modizierten Besselfunktionen zweiter Art und nullter Ordnung. An dieser Stelle wird deutlich,
dass die Delokalisierung der Wechselwirkung nach (4.24) mit wachsender kinetischer Energie, aber auch
mit fallendem Energieverlust zunimmt (Abb. 4.5). Die Besselfunktionen divergieren für verschwinden-
den Energieverlust und weisen auf den Bereich der Gültigkeit von (4.23) im Rahmen der rein unelasti-
schen Streuung hin. Es ist zu bemerken, dass elastische Streuung, die störungstheoretisch gleichrangig
zur Ordnung der hier behandelten unelastischen Streuung sein soll, die zweite Born'sche Näherung
erfordert [Rose 1984].
Im Rahmen der ersten Born'schen Näherung werden sämtliche Anregungsprozesse im Objekt durch den
MDFF beschrieben. Es lassen sich nun verschiedene Herangehensweisen zur Bestimmung des MDFF
für ein spezielles Objekt nden. Zum einen erlaubt die Kenntnis aller Objekteigenzustände die Kon-
struktion des MDFF und zum anderen kann mithilfe der verallgemeinerten dielektrischen Funktion ein
12Im Falle reiner Zustände entspricht das dem klassischen Phasenproblem (Abschn. 1.1.5).
13Engl. mixed dynamic form factor.
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Abbildung 4.5: Radius der Wechelwirkungssphäre als Maÿ für die Delokalisierung infolge der Coulomb-
wechselwirkung in Abhängigkeit vom Energieverlust und der kinetischen Energie der Strahlelektronen
nach ([Rose 1976], S. 140). Je kleiner die kinetische Energie E0 und je gröÿer der Energieverlust E,
umso geringer ist die Coulombdelokalisierung.
entsprechender Ausdruck gefunden werden. Dies soll im Weiteren für beide Fälle genauer dargelegt
werden.
Wellenfunktionsmethode
Für ein Objekt, welches N Elektronen beinhaltet, lautet der MDFF [Schattschneider 1999]:
S( ~Q, ~Q′, E) =
∑
i
pi
∑
f
(1−pf )
〈
χi
∣∣∣∣∣
N∑
k
e2πi
~Q~Rk
∣∣∣∣∣χf
〉〈
χf
∣∣∣∣∣
N∑
l
e−2πi
~Q′ ~Rl
∣∣∣∣∣χi
〉
δ(E+Ei−Ef ). (4.26)
Die Summation erstreckt sich über alle möglichen, im thermischen Gleichgewicht vorliegenden Grund-
zustände |χi〉 mit den Wahrscheinlichkeiten pi und alle möglichen angeregten Zustände |χf 〉 mit den
jeweiligen Wahrscheinlichkeiten (1 − pf ), die vor der Streuung noch nicht besetzt sind. Die Energie-
erhaltung ist durch die Dirac'sche Deltafunktion sichergestellt. Die Operatoren ρQ =
∑N
k exp(2πi
~Q~Rk)
entsprechen den fouriertransformierten Teilchen-Dichteoperatoren für das Objekt. Nach den Ideen von
[van Hove 1954] lässt sich der Ausdruck (4.26) ebenfalls in der Form einer Dichtekorrelationsfunktion
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darstellen, so dass sich für den MDFF der folgende Ausdruck ergibt [Rose 1984]:
S( ~Q, ~Q′, E) =
∫ +∞
−∞
〈
ρQ(τ)ρ−Q′(0)
〉
T
e2πiωτdτ. (4.27)
Der Unterschied besteht nun darin, dass das Korrelationsintegral nur noch bezüglich der Zeitentwicklung
der Dichteverteilungen der Zustände im Objekt ausgeführt wird. Die spitzen Klammern bedeuten eine
thermische Mittelung und ρQ(τ) entspricht dem Teilchen-Dichteoperator in der Heisenbergdarstellung.
Diese Formulierung kann sich als vorteilhaft erweisen, wenn die Bestimmung der Objekteigenzustände
umständlich aber die Bewegungsgleichung für den Dichteoperator lösbar ist. Aus den Diagonalelementen
ist hierbei der konventionelle dynamische Formfaktor S( ~Q,E) = S( ~Q, ~Q,E) ersichtlich [van Hove 1954].
Weiterhin soll auf die Dipolnäherung des MDFF für den Fall, dass 2π ~Q~R << 1 gilt, eingegangen
werden. Nach [Kohl 1985] ergibt sich für ein rotationssymmetrisches Streuzentrum:
S( ~Q, ~Q′, E) ≈ C ~Q ~Q′δ(E − (Ef − Ei)). (4.28)
C ist hierbei eine Konstante. Für eine Anordnung von N unabhängigen und identischen Streuzentren
ergibt sich folglich:
S( ~Q, ~Q′, E) ≈ C ~Q ~Q′δ(E − (Ef − Ei))
N∑
k
e2πi(
~Q− ~Q′)~Rk . (4.29)
An dieser Stelle wird bereits ersichtlich, dass im Falle von räumlich homogen verteilten Streuzentren der
MDFF Diagonalgestalt annimmt. In diesem Fall hängt dessen Fouriertransformierte erwartungsgemäÿ
nur noch von den Relativabständen ab.
Fluktuations-Dissipations-Theorem
Ein weiterer Zugang ist durch die Verallgemeinerung des Fluktuations-Dissipations-Theorems nach
[Kohl 1985] gegeben. Es stellt einen Zusammenhang zwischen dem experimentell bestimmbaren Form-
faktor, der die induzierten Fluktuationen im Objekt beschreibt, und den Response-Funktionen des
Objektes her. Nach [Ritchie 1957] ergibt sich z.B.
S( ~Q,E) ∼ =
(
1
ε( ~Q,E)
)
. (4.30)
Im Rahmen der Verallgemeinerung wird eine verallgemeinerte dielektrische Funktion eingeführt, die
sich wie folgt mit dem MDFF verknüpft [Kohl 1985]:
S( ~Q, ~Q′, E) =
iε0~Ω
2πe2[1− e−βE ]
(
Q2ε−1( ~Q, ~Q′, E)−Q′2ε−1∗( ~Q′, ~Q,E)
)
. (4.31)
Die Konstante Ω beschreibt das Volumen der Probe und es gilt β = 1/kBT . Die verallgemeinerte
inverse dielektrische Funktion ε−1( ~Q, ~Q′, E) beschreibt alle Anregungseekte des Objektes im Rahmen
der linearen Antwort sowie lokale Feldeekte aufgrund der atomaren Struktur und Oberächeneekte.
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Unter Verwendung der Denition für das dynamisch abgeschirmte Potenzial infolge strahlinduzierter
Fluktuationen des Elektronengases [Bechstedt 1983]
Vs(~R, ~R
′, E) =
∫
ε−1(~R, ~R′′, E)
1
|~R′ − ~R′′|
d3 ~R′′ (4.32)
ergibt sich nach Fouriertransformation und Umformung für die inverse dielektrische Funktion:
ε−1( ~Q, ~Q′, E) = Q′2Vs( ~Q, ~Q
′, E). (4.33)
Dieser Befund vermittelt unter Verwendung von (4.23) einen direkten Zusammenhang zwischen der
Dichtematrix in der hinteren Brennebene und dem dynamisch abgeschirmten Potenzial Vs:
ρ(~q, ~q ′, E) =
iε0~Ω
2πe2[1− e−βE ]
(
Vs( ~Q, ~Q
′, E)− V ∗s ( ~Q′, ~Q,E)
)
. (4.34)
Diese Gleichung liefert im Rahmen der ersten Born'schen Näherung und der Theorie der linearen Ant-
wort einen einfachen Zusammenhang zwischen Intensität, Kohärenz und Wechselwirkung unter Einuss
von dynamischen Objekteigenschaften, die das abgeschirmte Interaktionspotenzial Vs zwischen Objekt
und Strahlelektron bestimmen. Im fünften Kapitel (Abb. 5.24) wird gezeigt, dass dieser Ansatz für die
Beschreibung der Anregung von Oberächenplasmonen gute Ergebnisse liefert.
Nachdem nun der Einuss der Streuung auf die Kohärenz dargelegt ist, soll im folgenden Abschnitt
die Übertragungstheorie für Intensitäten auf reduzierte Dichtematrizen gestreuter Elektronen verallge-
meinert und die Rekonstruktion von denierten Nebendiagonalelementen mittels O-Axis-Elektronen-
holographie abgeleitet werden.
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4.3 Verallgemeinerte Übertragungstheorie für Dichtematrizen
Der vorangegangene Abschnitt verdeutlicht anhand des Transformationsverhaltens reiner und gemisch-
ter Zustände, dass im Rahmen der unelastischen Elektronenstreuung das Wellenfeld nicht durch eine
Welle beschrieben werden darf, wie es sonst für die rein elastisch gestreuten der Fall ist, sondern als re-
duzierte Dichtematrix. Diese beschreibt Phasenbeziehungen im allgemein gestreuten Wellenfeld korrekt
in einer Gröÿe. In diesem Abschnitt geht es um die Formulierung einer Theorie für die Übertragung
der objektmodulierten Dichtematrix von der Objekt- zur Bildebene unter dem Einuss partiell kohä-
renter Beleuchtung. Da konventionell nur die Diagonalelemente als Messgröÿe zur Verfügung stehen,
wird im Weiteren die O-Axis-Elektronenholographie für die Erfassung von Nebendiagonalelementen
im Licht partieller Kohärenz und Aberrationen des Objektivlinsenfeldes allgemein diskutiert. Diese
Betrachtungen sind für die Interpretation von Interferenzexperimenten mit elastisch und unelastisch
gestreuten Elektronen notwendig, erönen aber auch neue Ansatzpunkte für die Korrektur auösungs-
begrenzender Bildfehler.
Zunächst wird die Übertragungstheorie für reduzierte Dichtematrizen aufgestellt und der bekannte
Transmissionskreuzkoezient verallgemeinert. Im anschlieÿenden Unterabschnitt wird die Erzeugung
von Interferenzen mittels Möllenstedt'schen Biprismas in der Sprache der Dichtematrizen allgemein
diskutiert. Danach werden die Zentral- und Seitenbandinformationen interpretiert und Bedingungen
abgeleitet, unter denen die direkte Bestimmung von Nebendiagonalelementen aus dem Seitenband
möglich ist. Abschlieÿend wird der Übergang zu der konventionellen O-Axis-Holographie vollzogen.
4.3.1 Der Transmissionskreuzkoezient für Dichtematrizen
Im Fall der konventionellen Abbildung ist der Zusammenhang zwischen der fouriertransformierten In-
tensität in der Bildebene und der elastisch gestreuten Welle in der Objektebene analog zur Lichtoptik
durch den Transmissionskreuzkoezienten (TCC) gegeben [Born & Wolf 1991]14. Auswirkungen auf
den Abbildungsprozess im Transmissionselektronenmikroskop sind in verschiedenen Arbeiten, z.B. in
[Frank 1973] oder [Ishizuka 1980] untersucht. Eine wesentliche Rolle spielt der TCC für den Vergleich
des Informationsgehaltes zwischen holographischem Seiten- und Zentralband [Wolf 2004]. Für die auf
Defokusserien beruhende Inline-Holographie ist gerade für nicht-Cs-korrigierte Mikroskope die korrekte
Beschreibung des Übertragungsverhaltens durch den TCC wichtig [Koch 2010]. Die analoge Anwen-
dung dieses Konzepts auf Nebendiagonalelemente der Dichtematrix wird im Folgenden dargestellt.
Als Ausgangspunkt liege allgemein eine reduzierte Dichtematrix ρ0(~r, ~r ′, E) in der Objektaustritts-
ebene vor, die durch die Streuung eines parallel zur optischen Achse einfallenden Strahlelektrons mit
einer kinetischen Energie eUB an einem beliebigen Objekt mit dem Energieverlust E bestimmt ist.
Die Tatsache, dass der Emissionsprozess in der Quelle zu einem partiell kohärenten Elektronenstrahl-
ensemble führt, erfordert die Mittelung über die Dichtematrizen aller gestreuten Elektronen des En-
sembles mit den entsprechenden Verteilungsfunktionen (fL, fW ), die maÿgebend für die Längen- und
Winkelkohärenz sind (vgl. Gl. 4.16). Unter der Annahme, dass die Verteilungsfunktionen für die
Energie- und Einfallswinkel schmal genug sind15, lässt sich die Dichtematrix des Elektronenstrahl-
14[Born & Wolf 1991], Seite 530, Gl. 47 und 49.
15Damit ist der Streuprozess für alle einfallenden Elektronen näherungsweise identisch. Das ist gerechtfertigt für
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ensembles ρe im Impulsraum als Faltung der reduzierten Dichtematrix ρ0 mit den Verteilungsfunktionen
darstellen:
ρe(~q, ~q
′, E) =
∫
fW (~k⊥,~k
′
⊥)fL(Es)ρ0(~q − ~k⊥, ~q ′ − ~k′⊥, E − Es)d2k⊥d2k′⊥dEs. (4.35)
Die Verteilungsfunktionen sind normiert durch:∫
fW (~k⊥,~k
′
⊥)d
2k⊥d
2k′⊥ = 1,
∫
fL(Es)dEs = 1. (4.36)
Die Verteilungsfunktion fW beschreibt die Winkelverteilung der einfallenden Elektronen als direkte
Folge der räumlichen Ausdehnung der Quelle. Der Einfallswinkel bezüglich der optischen Achse ist
dabei gegeben durch ~ϑ = ~k⊥/k0 mit ~k⊥ = (kx, ky) (Kleinwinkelnäherung). Die Einfallswinkelverteilung
wird für die in dieser Arbeit behandelten Fälle als unabhängig von der Position in der Objektebene
angenommen. Das ist erfüllt, wenn die Quelle exakt in der hinteren Brennebene der Objektivlinse
abgebildet wird16. Weiterhin wird angenommen, dass sich die Quelle aus inkohärenten Punktemittern
mit identischem Emissionsspektrum zusammensetzt. Daraus ergibt sich nach dem Verschiebungssatz,
dass die in die Objektebene unter verschiedenen Winkeln einfallenden ebenen Wellen folglich mit unter-
schiedlichen Quellpunkten assoziiert werden und damit räumlich inkohärent sind, d.h.
fW (~k⊥,~k
′
⊥) = fW (
~k⊥)δ(~k⊥ − ~k′⊥). (4.37)
Die endliche Energiebreite der emittierten Elektronen mit der kinetischen Energie eUb+Es wird durch
die Verteilungsfunktion fL(Es) konkretisiert. Für alle weiteren Betrachtungen werden Gauÿverteilungs-
funktionen angenommen17:
fW (~k⊥) =
1
π
1
∆kx∆ky
e
−
((
kx
∆kx
)2
+
(
ky
∆ky
)2)
(4.38)
fL(Es) =
1√
π
1
∆E
e−(
Es
∆E )
2
. (4.39)
Die Verteilungsfunktion fW der Einfallsrichtungen ist hierbei gegeben durch die Parameter ∆kx ∆ky,
die jene Breite bestimmen, bei der die Verteilung auf das 1/e - fache abgeklungen ist. Eine Unterschei-
dung zwischen ∆kx und ∆ky ist nur sinnvoll bei elliptischer Beleuchtung für die Richtungen entlang der
Hauptachsen. In der O-Axis-Holographie führt eine Verschmälerung der Verteilung in der Richtung
senkrecht zum Biprisma zur erforderlichen Winkelkohärenz. Die Verteilungsfunktion fL ist charakteri-
siert durch die Energiebreite ∆E der Quelle.
Energiebreiten im Bereich von 1 eV und Beleuchtungsaperturen von 0.1 mrad bei Elektronen mit kinetischen Energien
von > 80 keV.
16In der Literatur wird in diesem Fall von Köhler'scher Beleuchtung gesprochen. In der Praxis zeigt sich, dass sich
gerade bei elliptischer Beleuchtung Abweichungen von dieser idealen Beleuchtung bemerkbar machen [Lehmann 2004].
17Notation in Anlehnung an [Lehmann 2004a].
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Der Einuss einer aberrationsbehafteten Objektivlinse lässt sich im isoplanatischen Fall durch eine
raumfrequenz- und energieabhängige Phasenschiebung χ(~q,E), genannt Wellenaberration, der übertra-
genen Welle in der hinteren Brennebene beschreiben [Kasper & Hawkes 1994]18. Für die Dichtematrix
lässt sich analog eine Transferfunktion nden, welche die Phasenmodulation bezüglich der beiden ~q -
Vektoren beschreibt (vgl. [Kasper & Hawkes 1994], S. 1763, Gl. 79.9.):
WTF(~q, ~q ′, E) = e−i(χ(~q,E)−χ(~q
′,E)). (4.40)
Die Wellenaberration χ lässt sich nach den reziproken Polarkoordinaten (q, α) in eine Reihe entwickeln,
deren Terme niedrigster Ordnung sich durch die bekannten Bildfehler identizieren lassen19:
χ(~q,E) = 2πk0
[
1
2
(
C1 + Cc
E
eUB
)
·
(
q
k0
)2
Defokus und chromatischer Fehler
+ 12A1 cos(2(α− αA1)) ·
(
q
k0
)2
Zweizähliger Astigmatismus
+ 13A2 cos(3(α− αA2)) ·
(
q
k0
)3
Dreizähliger Astigmatismus
+ 13B2 cos(α− αB2) ·
(
q
k0
)3
Axiale Koma
+ 14Cs ·
(
q
k0
)4]
Sphärische Aberration.
(4.41)
Es ist zu bemerken, dass der chromatische Fehler hier nur durch die Dispersionswirkung der Objektiv-
linse berücksichtigt ist20. Für die Dichtematrix ergibt sich nach Propagation von der hinteren Brenn-
ebene in die Bildebene:
ρ(~r, ~r ′, E) =
∫
e2πi(~q~r−~q
′~r ′)WTF(~q, ~q ′, E)ρe(~q, ~q
′, E)d2qd2q′. (4.42)
Durch Einsetzen von (4.35) sowie Substitution und Umbenennung der Integrationsvariablen lässt sich
die Integration über die Ensembleparameter unabhängig von den Argumenten der Dichtematrix aus-
führen. Man erhält unter Verwendung von (4.37):
ρ(~r, ~r ′, E) =
∫
e2πi(~q~r−~q
′~r ′)TCC(~q, ~q ′, ~r − ~r ′, E)ρ0(~q, ~q ′, E)d2qd2q′, (4.43)
so dass sich im Fourierraum eine Multiplikation der Dichtematrix ρ0 mit einem Ausdruck ergibt, der
im Weiteren TCC genannt wird und bereits einer erweiterten Form des konventionellen Transmissions-
kreuzkoezienten entspricht. Die allgemein bekannte Form lässt sich durch Betrachtung der fourier-
transformierten Diagonalelemente der Gl. (4.43) nden, was in Anhang C.1 ausführlich abgeleitet ist.
Für den erweiterten TCC ergibt sich folglich:
TCC(~q, ~q ′, ~d, E) =
∫
e2πi
~k⊥ ~dfW (~k⊥)fL(E
′)WTF(~q + ~k⊥, ~q
′ + ~k⊥, E + E
′)d2k⊥dE
′. (4.44)
18Seite 1379, Gl. 65.23.
19Notation nach [Saxton 1995].
20Zusätzliche Schwankungen in den Linsenströmen I und in der Hochspannung U lassen sich durch eine entsprechende
Phasenplatte χ(~q,E, U, I) berücksichtigen. Folglich muss über die weiteren Parameter I und U mit den entsprechenden
Verteilungsfunktionen in analoger Weise (siehe unten) integriert werden.
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Da der verallgemeinerte TCC nun vom Relativabstand ~d = ~r − ~r ′ der Ortsargumente abhängt, ist
(4.43) nur für Nebendiagonalen mit gleichem Relativabstand als Fouriertransformation aufzufassen; im
Allgemeinen gilt dies aber nicht. Die Abhängigkeit des TCC vom Relativabstand der Ortsargumente ist
eine direkte Folge der Annahme, dass die verschiedenen Quellenpunkte inkohärent emittieren. Diese
Abhängigkeit verschwindet in gewohnter Weise bei Intensitätsmessungen im Ortsraum. Der Zusam-
menhang (4.43) bestimmt den Verlauf der Nebendiagonalelemente der Dichtematrix, also der Kohä-
renz, in Abhängigkeit vom Überlagerungsabstand und ist im Allgemeinen sowohl von der partiellen
Kohärenz der Beleuchtung, als auch von den isoplanatischen Aberrationen und letztlich von der Dichte-
matrix der am Objekt gestreuten Elektronen abhängig. Ein wesentlicher Vorteil in der Verwendung
der Dichtematrizen besteht darin, dass zur Beschreibung der Transfereigenschaften auf beide Argu-
mente nur lineare Operatoren wirken. Das bedeutet, dass alle objektbedingten Fluktuationen, wie
z.B. die thermische Bewegung der Atome, implizit durch ρ0 gegeben sind und nicht für verschiedene
Abbildungsmodi gesondert behandelt werden müssen, wie es bei Betrachtung der reinen Intensitäten
der Fall wäre [Lubk 2009b]. Allerdings ist der Preis die Handhabung einer vierdimensionalen Dichte-
matrix im Vergleich zu den sonst üblichen zweidimensionalen Funktionen. Zu bemerken ist, dass dieses
Integral für die Nebendiagonalelemente nur nichttrivial lösbar ist, da der TCC sich konkret immer nur
auf eine bestimmte Nebendiagonale bezieht und für jede weitere eine andere Form annimmt.
Die Mittelung in (4.44) lässt sich unter Verwendung der konkreten Verteilungsfunktionen (4.38, 4.39)
und der Entwicklung der Wellenaberration (4.41) bezüglich der Raumfrequenzen bis zur ersten Ordnung
in gewohnter Weise analytisch durchführen [Wade 1977]. Für die Entwicklung der Wellenaberration
ergibt sich unter der Bedingung |~q| > |~k⊥|:
χ(~q + ~k⊥, E + E
′) ≈ χ(~q,E + E′) + ∂χ
∂~q
∣∣∣∣
E′=0
· ~k⊥ = χ(~q,E) +
π
k0
Cc
E′
eUB
· ~q 2 + ∂χ
∂~q
∣∣∣∣
E′=0
· ~k⊥. (4.45)
Der Gradient der Wellenaberration wird bei E′ = 0 genommen, da das Mitführen chromatischer Eekte
in der räumlichen Mittelung lediglich zu Korrekturen höherer Ordnung führt. Durch Integration über
die Energie- und Winkelvariation bezüglich der Objektebene ergibt sich unter Verwendung von (4.45)
für den TCC der analytische Ausdruck (Anhang C.2):
TCC(~q, ~q ′, ~d, E) ≈ e−i(χ(~q,E)−χ(~q ′,E))e−
(
π
2k0
Cc
∆E
eUB
)2
·(~q 2−~q ′ 2)2
e
−
(
∂χ(~q,E)
∂qx
− ∂χ(~q
′,E)
∂qx
−2πdx
)2
·(∆kx2 )
2
e
−
(
∂χ(~q,E)
∂qy
− ∂χ(~q
′,E)
∂qy
−2πdy
)2
·
(
∆ky
2
)2
(4.46)
Für E = 0 und ~d = 0 folgt die analytische Form des gewöhnlichen TCC im Rahmen der hier genannten
Näherung für die Diagonalelemente der Dichtematrix in der Bildebene mit den bekannten Dämpfungs-
und Interferenzphänomenen der Raumfrequenzen [Frank 1973]. Die Ortsraum-Nebendiagonalelemente
werden hingegen modiziert übertragen und erfahren eine spezielle Dämpfung infolge der räumlichen
Mittelung in Abhängigkeit vom Relativabstand ~d. Dieses Resultat ist bereits durch das van Cittert-
Zernike Theorem bekannt [van Cittert 1934, Zernike 1938]. Dieses Theorem besagt, dass mit wachsen-
dem Überlagerungsabstand ~d die Kohärenz gedämpft wird und hier nur für den Fall von Aberrationen
verallgemeinert ist. In der weiteren Diskussion wird klar, dass diese ~d-Abhängigkeit zu einer speziellen
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Dämpfungsenveloppe des holographischen Seitenbandes führt [Koch 2010a, Linck 2010].
Im Folgenden wird gezeigt, dass sich der Kontrast des Interferenzstreifenmusters durch das Verhältnis
von Nebendiagonalelementen zu Diagonalelementen ergibt und folglich sowohl von der Dichtematrix als
auch von den Eigenschaften des Emitters und den Aberrationen des Objektives abhängt. Der Zugang
zu den Nebendiagonalelementen bedarf der Methode der Interferometrie, bei der Amplitude und Phase
des Interferenzmusters die Nebendiagonalelemente bestimmen. Dies soll im Weiteren gezeigt werden.
4.3.2 Interferenzen mittels Möllenstedt'schen Biprismas
Die Sichtweise, dass mittels Elektronenholographie Nebendiagonalelemente der reduzierten Dichte-
matrix gestreuter Elektronen experimentell zugänglich sind, etablierte sich v.a. durch die Interpreta-
tion von Interferenzen unelastisch gestreuter Elektronen [Schattschneider 2005]. Die Erzeugung von
Elektroneninterferenzen sowohl im Orts- als auch im Fourierraum wurde wegweisend bereits für spezi-
elle Fälle in der Sprache der Dichtematrizen formuliert [Verbeeck 2008, Schattschneider 2007]. Für die
O-Axis-Bildebenenholographie soll hier in Anlehnung daran die Generation von Interferenzen mittels
Möllenstedt'schen Biprismas in verallgemeinerter Form unter Einbeziehung der obigen Übertragungs-
theorie diskutiert werden.
Die O-Axis-Elektronenholographie ermöglicht die Überlagerung kohärenter Teilwellen unter Verwen-
dung des Möllenstedt'schen Biprismas [Möllenstedt 1956], welches sich im einfachsten Fall oberhalb der
ersten Zwischenbildebene, die durch die Beugungslinse deniert ist, bendet. Das elektrostatische Feld
führt für paraxial verlaufende Stahlen zu einer Ablenkung, die als eine Verkippung der Wellenfronten
zueinander verstanden werden kann. Die einfallende Dichtematrix ρ der schnellen Elektronen wird der-
art moduliert, dass auf den Hauptdiagonalen Interferenzmuster zum Vorschein kommen. In Abbildung
4.6 ist ein schematischer Strahlengang zur Verdeutlichung der Funktionsweise des Biprismas dargestellt.
Die Erzeugung der Überlagerung in der ersten Zwischenbildebene kann durch Rückpropagation der
Dichte ρ in die Biprismaebene, der anschlieÿenden Abschattung durch das Biprisma mit Durchmesser
D, Kippung der Teilwellen um ±qc/2 und der darauolgenden Propagation in die Zwischenbildebene
beschrieben werden. Die Propagation ergibt sich durch die Defokussierung um die Länge b mittels der
Funktion:
Fb(~q, ~q
′) = e−i(χb(~q)−χb(~q
′)) = e
−i π
k0
b(~q2−~q ′2)
. (4.47)
Für die in dieser Arbeit verwendete Vorzeichenkonvention im Abbe'schen Abbildungsprozess (Abschn.
1.1.3) entspricht ein positiver Wert von b der Propagationsrichtung vom Objekt zum Detektor.
Die Energiedispersion der Objektivlinse führt für Energieverluste im Plasmonenbereich zu Abweichun-
gen von b, die allerdings vergleichsweise klein gegenüber den üblichen Propagationslängen sind, so dass
diese hier in guter Näherung nicht berücksichtigt werden müssen21. Die Abschattung und die Kippung
21Der Wert für b liegt üblicherweise in der Ordnung 10 µm, bezogen auf die Objektebene. Für ein plasmonengestreutes
Elektron mit 15 eV Energieverlust ergibt sich bei 200 kV ein Defokus durch eine normale twin-Linse von etwa 0.1 µm.
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Objektivlinse
Hintere Brennebene
Biprismaebene
Erste Zwischenbildebene
     
  
F−b Fb
B
a
b
f
d
−qc /2 qc /2

d B
Abbildung 4.6: Schematischer Strahlengang aufgrund eines Möllenstedt'schen Biprismas im Abstand
a von der hinteren Brennebene und Abstand b zur ersten Zwischenbildebene. Die Anregung des Bi-
prismas führt zu einer entgegengerichteten Kippung der links- bzw. rechtsläugen Strahlengänge. In
der ersten Zwischenbildebene überlagern sich die beiden Trajektorien im Winkel ~β = ~qci/k0 und bil-
den ein Interferenzmuster aus. Bezogen auf die Objektebene ergibt sich ein Überlagerungsabstand von
dB = βb. Die Symbole F−b und F+b beschreiben die Propagation der Dichtematrix von der Zwischen-
bildebene in die Biprismaebene und zurück. B beschreibt die Phasenmodulation (Kippung) und die
Abschattung der Dichtematrix durch das Biprisma.
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der Welle werden durch den Operator B beschrieben, der hier in der Fourierdarstellung gegeben ist:
B(~q, ~q ′) =
∫
HD
(
~r
~qc
qc
)
HD
(
~r ′
~qc
qc
)
e−iπ(|~qc~r|−|~qc~r
′|)e−2πi(~q~r−~q
′~r ′) d2r d2r′. (4.48)
Die Funktion HD repräsentiert die Fensterfunktion, die in der Richtung senkrecht zum Biprisma das
Wellenfeld über die Breite D abschattet und durch
HD(a) =
{
0, für |a| ≤ D/2
1, für |a| > D/2 (4.49)
deniert ist. Die Trägerfrequenz ~qc bezieht sich in dieser Notation auf das Objekt und ist direkt pro-
portional zum Überlagerungsabstand d in der Objektebene. Dieser Zusammenhang soll im Folgenden
gezeigt werden. Er erschlieÿt sich zunächst durch Betrachten des Überlagerungswinkels in der Bild-
ebene, welcher mit dem in dieser Ebene gemessenen Streifenabstand si und der Trägerfrequenz qci in
Relation steht. Eine geometrische Betrachtung auf Grundlage von Abb. 4.6 liefert:
β =
qci
k0
=
1
sik0
=
dB
b
. (4.50)
Der Parameter dB bezeichnet dabei den Abstand der Trajektorien in der Biprismaebene, welche in der
Bildebene zur Überlagerung gebracht werden. Dieser Abstand steht mit dem Überlagerungsabstand d
in der Objektebene nach dem Strahlensatz in folgender Relation:
d =
dBf
a
=
dB
MB
. (4.51)
Die GröÿeMB ist durch das Verhältnis a/f gegeben und lässt sich als Abbildungsmaÿstab zwischen der
Biprismaebene und der virtuellen Biprismaebene im Objektraum interpretieren. Der Streifenabstand
bezogen auf die Objektebene berechnet sich durch:
so =
sif
a+ b
=
si
M
=
1
qc
. (4.52)
M kennzeichnet dabei den Abbildungsmaÿstab zwischen der Objektebene und der Zwischenbildebene.
Unter Verwendung der Zusammenhänge (4.50), (4.51) und (4.52) lässt sich die Relation zwischen
objektbezogenem Überlagerungsabstand ~d und objektbezogener Trägerfrequenz ~qc mit der geometri-
schen Propagationslänge b (im Bildraum) schlussendlich nden:
~d =
~qc
k0
b
MMB
=
~qc
k0
bo. (4.53)
Damit folgt für die auf die Objektebene bezogene Propagationslänge bo entsprechend:
bo =
b
MMB
. (4.54)
Dieses Resultat liefert auch direkt die geometrische Optik, wie im Anhang C.3 dargelegt ist.
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3b) Diagonalelemente ϱholox1, x1
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Abbildung 4.7: Modulation der Dichtematrix durch das Biprisma B für die Richtung senkrecht zum
Faden (1a-b). Dimensionen bezogen auf Objektebene. 1a) Abschattung durch das Biprisma (schwarz),
1b) die der Kippung entsprechende Phasenmodulation. 2) Fresnelpropagator F+bo für die Propagation
von der Biprismaebene in die erste Zwischenbildebene. 3a) Resultierende Dichtematrix in der ersten
Zwischenbildebene. 3b) Diagonalelemente der resultierenden Dichtematrix (gestrichelte Linie in 3a) als
gemessene Intensität.
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In Abbildung 4.7 sind die einzelnen Schritte für die Entstehung von Interferenzen im Sinne von Dichte-
matrizen dargestellt. Die gemessene Intensität ergibt sich in diesem Fall aus den Hauptdiagonalen einer
Dichtematrix, die unter dem Einuss des Möllenstedt'schen Biprismas steht. Nach Zusammenfassung
der Propagationsschritte (Abb. 4.6) folgt unter Verwendung des Faltungssatzes für eine einlaufende,
aberrationsbehaftete Dichtematix ρ aus (4.43) die durch das Biprisma modulierte Dichtematrix ρholo
in einer Ebene im Abstand bo unterhalb des elektrisch positiv geladenen Biprismas:
ρholo(~r, ~r
′, E) =
∫
ρ(~q1, ~q
′
1, E)F−bo(~q1, ~q
′
1)B(~q2 − ~q1, ~q ′2 − ~q ′1)F+bo(~q2, ~q ′2)
e2πi(~q2~r−~q
′
2~r
′)d2q1 d
2q′1 d
2q2 d
2q′2. (4.55)
Die Koordinaten in dieser Gleichung sind im Bezug auf die Objektebene zu verstehen. D.h. die Fres-
nel'sche Propagation verläuft für diesen Fall virtuell entlang bo (4.54). Der physikalische Durchmesser
des Biprismas geht dabei durch die Ersetzung Do = D/MB in die Funktion HDo in (4.48) ein. Mit die-
ser Substitution ist sichergestellt, dass die verschiedenen Winkelverhältnisse in der Biprismaebene und
in der hinteren Brennebene korrekt in die folgende Integration über die Ensembleparameter eingehen.
Auf gleiche Art und Weise wie für den Übergang von (4.42) nach (4.43) lassen sich unter Verwendung
von (4.35) und anschlieÿender Umbenennung der Integrationsvariablen die Mittelung über Einfalls-
winkel und Energiebreite gesondert durchführen und in einen neuen Koezienten verpacken (Anhang
C.4). Insbesondere lässt sich die inkohärente Mittelung über die Einfallswinkel analytisch durchführen
unter der Annahme der Gültigkeit von (4.38). So ergibt sich letztendlich der folgende Ausdruck für die
resultierende Intensitätsverteilung in der ersten Zwischenbildebene:
ρholo(~r,E) = ρholo(~r, ~r
′, E)|~r=~r ′
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1, E)TCCholo(~q1, ~q
′
1, ~q2 − ~q ′2, E) (4.56)
F−bo(~q1, ~q
′
1)B(~q1 − ~q2, ~q ′1 − ~q ′2)F+bo(~q2, ~q ′2)e2πi(~q2−~q
′
2)~rd2q1 d
2q′1 d
2q2 d
2q′2.
Für die durch das Biprisma modizierte Dichtematrix ρholo ergibt sich der folgende (holographische)
Transmissionskreuzkoezient (Anhang C.4):
TCCholo(~q1, ~q
′
1, ~q2 − ~q ′2, E) =
∫
d2k⊥dEsfW (~k⊥)fL(Es)WTF(~q1 + ~k⊥, ~q
′
1 +
~k⊥, E + Es)
e
+2πi bo
k0
(~q1−~q ′1)~k⊥e
−2πi bo
k0
(~q2−~q ′2)~k⊥ . (4.57)
Dieser erscheint zunächst umständlich und komplex, beschreibt aber den Einuss der partiellen Kohä-
renz, der Objektivlinsenaberrationen und des Biprismas selbst auf das zu messende Interferenzmuster
im Rahmen der genannten Näherungen. Der holographische TCCholo lässt sich in den verallgemeinerten
TCC unter Verwendung von (4.53) überführen durch:
TCC
(
~q1, ~q
′
1,
~d, E
)
= TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q1 − ~q ′1 − ~qc, E
)
. (4.58)
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Der holographische TCC hängt zusätzlich von der Propagationslänge b (Biprisma - Bildebene, Abb. 4.6)
ab und ist direkt an die Generation von Interferenzen mittels O-Axis-Elektronenholographie geknüpft.
Interessant ist, dass selbst bei homogenem Objekt (~q1 = ~q ′1, WTF(~q1, ~q1, E) = 1) der holographische
TCC nicht von der Fresnel'schen Beugung am Biprismarand entkoppelt (siehe ~q2, ~q ′2 - Integration).
Das bedeutet, dass die Fresnel'schen Beugungssäume eine ortsabhängige Dämpfung infolge der par-
tiellen Kohärenz der Beleuchtung erfahren. Somit ist die Faktorisierung der partiellen Kohärenz in
[Verbeeck 2008] nur ein Spezialfall, dessen Gültigkeitsbedingungen im folgenden Unterabschnitt ab-
geleitet werden. Weiterhin lassen sich unter der Verwendung von gauÿförmigen Verteilungsfunktionen
analytische Ausdrücke für den holographischen TCC nden, die interessante Möglichkeiten zur holo-
graphischen Korrektur der chromatischen Aberration aufzeigen. Zunächst soll es aber darum gehen,
dass eine bestimmte Näherung für den Biprismaoperator B einen direkten Zugang zur Messung von
Nebendiagonalelementen der Dichtematrix erönet.
4.3.3 Interpretation von Zentral- und Seitenbandmodulationen
Wesentlich für die vorliegende Arbeit ist die Tatsache, dass sich die Intensitätsverteilung in (4.56) durch
Auösen der Betragsstriche in (4.48) allgemein in Zentral- und Seitenband zerlegen lässt. Dadurch
ndet sich für den Biprismaoperator bezogen auf das Objekt der folgende Ausdruck:
B(~q, ~q ′) =
{
HDo+
(
~q − ~qc
2
)
+HDo−
(
~q +
~qc
2
)}{
H∗Do−
(
~q ′ +
~qc
2
)
+H∗Do+
(
~q ′ − ~qc
2
)}
. (4.59)
Diese Zerlegung ist äquivalent zu jener in der Arbeit [Verbeeck 2008]. Die Funktionen HDo+ und HDo−
entsprechen den fouriertransformierten einseitigen objektbezogenen Abschattungsfunktionen mit den
entsprechenden durch das elektrische Feld des Biprismas verursachten Phasenkippungen, wie in Anhang
C.5 dargelegt. Damit lässt sich die Intensitätsverteilung (4.56) auf die folgende Form bringen:
ρholo(~r,E) = ρ
++̇
(
~r +
~d
2
, ~r +̇
~d
2
, E
)
+ ρ−−̇
(
~r −
~d
2
, ~r −̇
~d
2
, E
)
Zentralband
+ ρ+−̇
(
~r +
~d
2
, ~r −̇
~d
2
, E
)
e−2πi~qc~r Seitenband 1
+ ρ−+̇
(
~r −
~d
2
, ~r +̇
~d
2
, E
)
e2πi~qc~r Seitenband 2. (4.60)
Im Folgenden wird eine ± - Notation verwendet, um die Länge der Formeln zu reduzieren. Da diese
Symbole immer paarweise verwendet werden, sollen sie durch einen Punkt voneinander unterschieden
werden (± und ±̇). Die Terme, welche durch ++̇ und −−̇ gekennzeichnet sind, sind reell und
werden als Zentralbandterme interpretiert. Die Terme, welche gemischte Vorzeichen (+−̇ und −+̇ )
tragen, sind i.A. komplexwertig und werden als Seitenbandterme interpretiert. Aus der Darstellung in
(4.60) wird ersichtlich, dass das Zentralband bestimmte Hauptdiagonalelemente und die Seitenbänder
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bestimmte Nebendiagonalelemente von Dichtematrizen repräsentieren. Die durch das Biprisma verur-
sachte Kippung der Wellenfronten (±~qc/2) im Ortsraum ermöglicht eine Separation von Zentral- und
Seitenband durch entsprechende Verschiebungen im Frequenzraum. Die expliziten Ausdrücke dieser
speziellen Dichtematrixelemente ergeben sich durch:
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
, E
)
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1, E)TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q2 ∓
~qc
2
− ~q ′2±̇
~qc
2
, E
)
· F−bo(~q1, ~q ′1)HDo±(~q1 − ~q2)H∗Do±̇(~q
′
1 − ~q ′2)F+bo(~q2, ~q ′2)
· e2πi(~q2(~r±
~d
2
)−~q ′2(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1d
2q2d
2q′2. (4.61)
Die Darstellung in (4.60) mit (4.61) ist äquivalent zu (4.56). Anhand der Argumente der Seitenband-
terme wird deutlich, dass es sich um ausgezeichnete Nebendiagonalelemente bestimmter Matrizen han-
delt, welche das Interferenzmuster bestimmen. Daraus wird bereits ersichtlich, welchen Informations-
gewinn die Analyse des Interferenzmusters hinsichtlich der Dichtematrix bietet. Allerdings entstammen
die Zentral- und Seitenbänder i.A. nicht derselben Dichtematrix, was im Wesentlichen auf die Fres-
nel'sche Beugung am Rand des Biprismas zurückzuführen ist. Aus diesem Grund ist eine Unterschei-
dung zwischen + und − notwendig, welche daher rührt, dass die Zentralbänder durch Überlagerung
der links- bzw. rechtsläugen Strahlen mit sich selbst entstehen, während sich die Seitenbänder durch
die Überlagerung der linksläugen mit den rechtsläugen Strahlen herausbilden. Das Übertragungs-
verhalten ist für beide Fälle verschieden und zeigt sich v.a. darin, dass der holographische TCC im
Falle des Zentralbandes unabhängig von der Trägerfrequenz ~qc wird, während das Seitenband eine von
dieser Gröÿe abhängige Modulation erfährt. Das hat zur Konsequenz, dass u.a. die Terme in (4.57),
welche von der Propagationslänge b abhängen, unterschiedlich in die Integration über die Ensemblepa-
rameter eingehen und sich somit unterschiedlich auf die Übertragung der Frequenzbänder auswirken.
Dieser Unterschied wird im Rahmen der O-Axis-Näherung in Abschnitt 4.3.4 behoben, was dazu
führt, dass die Unterscheidung zwischen + und − entfällt. Dennoch werden Zentral- und Seiten-
bänder grundsätzlich verschieden übertragen aufgrund der weiterhin bestehenden relativen Verkippung
der entsprechenden Partialwellen zueinander.
Zunächst lässt sich anhand von (4.60) der allgemeine komplexe Kohärenzgrad µ für einen bestimmten
Überlagerungsabstand ~d denieren:
µ(~r, ~d) =
2
∫
ρ+−̇
(
~r +
~d
2 , ~r−̇
~d
2 , E
)
dE∫ (
ρ++̇
(
~r +
~d
2 , ~r+̇
~d
2 , E
)
+ ρ−−̇
(
~r − ~d2 , ~r−̇
~d
2 , E
))
dE
. (4.62)
Die Integration wird über alle Energieverluste ausgeführt und beschreibt dabei die Messung des
Interferenzmusters mit einer CCD-Kamera ohne vorherige Energielterung. Der Nenner ist per De-
nition reell und der Zähler im Allgemeinen komplex. Die Phase des Zählers wird in der O-Axis-
Elektronenholographie im Falle hinreichender räumlicher Kohärenz als Phase der elastisch gestreuten
Elektronenwelle interpretiert, die sensitiv auf elektromagnetische Felder reagiert und daher als Obser-
vable von hohem Interesse ist.
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Die allgemeine Formulierung über die Entstehung von Interferenzen in der Sprache der Dichtematrizen
soll nun anhand eines Beispiels verdeutlicht werden, welches so gewählt ist, dass vereinfachende An-
nahmen getätigt werden können.
Beispiel: Homogenes Objekt
Exemplarisch für die weiteren Diskussionen seien im Folgenden zwei Fälle untersucht. Zum einen wird
kein Objekt angenommen; die entsprechende Dichtematrix im Ortsraum ist demnach eine Konstante,
d.h. weder Intensität noch Kohärenz werden moduliert. Diese leere Dichtematrix wird durch ρL
bezeichnet:
ρ0(~r, ~r
′, E) = ρL(E) = 1 · δ(E). (4.63)
Als zweites Beispiel wird ein räumlich homogenes Objekt angenommen, welches rein unelastisch streut.
Die Streuwinkel sollen dabei klein gegenüber der Objektivapertur des Mikroskops sein, so dass die
gemessene Intensität konstant bleibt und sich lediglich die Kohärenz ändert. Die Modulierung der Ko-
härenzeigenschaften durch unelastische Streuung am Objekt soll modellhaft durch einen gauÿförmigen
Zusammenhang beschrieben werden. Der Energieübertrag ndet hier zu einer scharfen Energie EU
statt. Der genaue Wert für EU ist an dieser Stelle unbedeutend, da für ein homogenes Objekt die
Energieabhängigkeit des holographischen TCC verschwindet (siehe (4.57) für den Fall ~q1 = ~q ′1). Die
entsprechende Dichtematrix soll im Weiteren mit ρU benannt werden und ist durch die Kohärenzbreite
σU parametrisiert.
ρ0(~r, ~r
′, E) = ρU (~r − ~r ′, E) = exp
(
−(~r − ~r
′)2
σ2U
)
· δ(E − EU ). (4.64)
Die Kohärenzbreite ist ein natürliches Maÿ für die Reinheit (4.14) des gemischten Zustands ρU und ist
durch den unelastischen Streuprozess bestimmt. In Abbildung 4.8 ist der Zusammenhang zwischen die-
sen Gröÿen ersichtlich. Mit wachsender Kohärenzbreite nimmt die Reinheit des gemischten Zustands zu.
Diese beiden Modell-Dichtematrizen sollen nun holographisch untersucht werden. Dabei steht das Ver-
halten der Intensitätsverteilungen nach Überlagerung mittels Biprisma unter Änderung des Über-
lagerungsabstands d im Vordergrund. Exemplarisch sind in Abbildung 4.9 Interferenzmuster des un-
gestreuten und des ktiv unelastisch gestreuten partiell kohärenten Elektronenensembles mit der spe-
ziellen Kohärenzbreite von σU = 30 nm für verschiedene Überlagerungslängen dargestellt. Mit wach-
sender Überlagerungslänge verringern sich Streifenabstand und Streifenkontrast. Die Dämpfung des
Streifenkontrastes im linken Fall ist ausschlieÿlich durch die partiell kohärente Beleuchtung und die
Transfereigenschaften bis zur ersten Zwischenbildebene gegeben, während im rechten Fall eine zusätz-
liche Dämpfung durch ktive Dekohärenzmechanismen im am Objekt gestreuten Wellenfeld zutage
tritt. Diese Dämpfung ist umso stärker, je gröÿer der gewählte Überlagerungsabstand ist. Aus die-
ser Abhängigkeit heraus lässt sich bereits erahnen, dass sich eventuell Rückschlüsse auf die Neben-
diagonalelemente der Dichtematrix gewinnen lassen. Nun erweist sich das Übertragungsverhalten von
Dichtematrizen i.A. als recht komplex, so dass eine direkte Interpretation in quantitativer Hinsicht nur
unter bestimmten Annahmen möglich ist, die im Folgenden dargelegt werden.
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Abbildung 4.8: Reinheit ζ (4.14) über der Kohärenzbreite σU einer homogenen Dichtematrix mit gauÿ-
förmig gedämpften Nebendiagonalelementen infolge eines ktiven unelastischen Streuprozesses.
Wichtige Annahmen für die Interpretierbarkeit experimenteller Ergebnisse
Im Folgenden sollen Annahmen dargelegt werden, welche dazu führen, dass sich die Interferenzen
im Fresnel'schen Nahfeld des Biprismas (4.61) durch ein Produkt dreier Terme ausdrücken lassen.
Ein Term soll die Dichtematrix aufgrund der Streuung am Objekt beschreiben, ein weiterer Term
erfasst das partiell kohärente Ensemble vor der Streuung und der letzte Term bestimmt die Fres-
nel'schen Beugungssäume. Diese Faktorisierung hat gegenüber dem Ausdruck (4.61) den Vorteil, dass
die Dichtematrix ρ0 nur lokal in das Interferenzmuster eingeht. Somit ist für die Modellierung des
Interferenzmusters mit einem bestimmten Überlagerungsabstand ~d nicht die Kenntnis aller Neben-
diagonalen, sondern nur einer bestimmten wichtig. Das ermöglicht die experimentelle Bestimmung der
Nebendiagonalen der Dichtematrix, ohne Modellannahmen über deren Verlauf zu tätigen. Eine de-
taillierte Ableitung der dazu nötigen Bedingungen ist im Anhang C.6 zu nden. Das Ergebnis ist,
dass sich die Dichtematrix für den Ort auf der optischen Achse zunächst in zwei Terme faktorisieren
lässt, wenn die zum Biprisma senkrecht verlaufenden Komponenten des Streuwinkels (q1x/k0) und
der Beleuchtungsapertur (k⊥x/k0) klein gegenüber dem um den Schatten des Biprismas korrigierten
Überlagerungswinkel sind. In der bisher verwendeten Notation bedeutet das:
|q1x + k⊥x| 
k0
bo
(
d
2
− Do
2
)
. (4.65)
Diese Relation gilt für den Fall, in welchem der Überlagerungsabstand gröÿer als die Abschattung
durch das Biprisma ist. Diese Bedingung ist umso besser erfüllt, je kleiner die Propagationslänge b
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Hologramme ungestreuter
Elektronen
Intensitätsprofile Hologramme unelastisch
gestreuter Elektronen
1a)                1b)                             1c)
2a)                2b)                             2c)
3a)                3b)                             3c)
d = 20 nm
d = 30 nm
d = 40 nm
d = 20 nm
d = 40 nm
d = 30 nm
Abbildung 4.9: Simulation von Hologrammen für ungestreute Elektronen (ρ0 = ρL, Gl. 4.63) (1a
- 3a) und unelastisch gestreute Elektronen (ρ0 = ρU , Gl. 4.64) (1c - 3c). Intensitätsprole mittig
dargestellt (1b - 3b). Überlagerungsabstand d = 20 nm (1a - c), d = 30 nm (2a - c) und d = 40 nm (3a
- c). Homogene Dichtematrix ρU für unelastische Streuung mit gauÿförmiger Dämpfung der Neben-
diagonalen (σ = 30 nm). Parameter des Mikroskops: f = 2.9 mm, a= 120 mm, b= 4.0 cm,D = 400 nm,
ϑ = 20 µrad (Beleuchtungsapertur), U = 200 kV.
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und je gröÿer der Überlagerungsabstand ~d ist. Damit wird bewirkt, dass sich Fresnel'schen Beugungs-
eekte in genügend groÿem Abstand von der optischen Achse benden. Auf der anderen Seite ist diese
Bedingung auch umso besser erfüllt, je besser die partielle Kohärenz der Beleuchtung in der Richtung
senkrecht zum Biprisma (kx⊥) und je kleiner deren Degradierung durch unelastische Streuung am
Objekt ist (q1x). Durch Einsetzen aller bekannten Gröÿen ergibt sich auf der rechten Seite von (4.65)
nach Division durch k0 ein kritischer Winkel ϑc:
ϑc =
(a+ b)a
f2b
(
d
2
− Df
2a
)
(4.66)
für die Gültigkeit der im Folgenden betrachteten Näherungen. Für den Strahlengang im CM 200 TEM
mit den Parametern a = 12 cm, b = 3 cm, f = 2.9 mm, D = 400 nm und einem frei gewählten
Überlagerungsabstand in der Objektebene von d = 15 nm ergibt sich ein kritischer Winkel von ϑc ≈
0.2 mrad. Die Beleuchtungsapertur in der Richtung senkrecht zum Biprisma ist aufgrund der ellipti-
schen Beleuchtung eine Gröÿenordnung kleiner und erfüllt somit die Bedingung (4.65). Die unelastische
Streuung am Elektronengas des Objektes führt zu einem energieabhängigen charakteristischen Streu-
winkel von ϑE ≈ ∆E/2E [Egerton 1996]. Bei einer Beschleunigungsspannung von 200 kV wird dieser
Streuwinkel erst bei Verlusten von etwa 80 eV kritisch, so dass für den niederen Verlustbereich (Plas-
monen) die Bedingung (4.65) ebenfalls erfüllt ist. Es sei jedoch bemerkt, dass der kritische Winkel
ϑc sehr viel kleiner werden kann, wenn der Überlagerungsabstand in die Nähe des objektbezogenen
Biprismadurchmessers kommt.
Unter Gültigkeit von (4.65) folgt für die Modulationsfunktionen des Interferenzmusters (4.61):
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
, E
)
≈ D±
(
~r ±
~d
2
)
D∗±̇
(
~r ±̇
~d
2
)
· (4.67)
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1, E)TCC
(
~q1, ~q
′
1,±
~d
2
∓̇
~d
2
, E
)
e2πi(~q1(~r±
~d
2
)−~q ′1(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1.
Der holographische TCC ist dabei durch den verallgemeinerten TCC nach der Relation (4.58) ersetzt
worden. Die Fresnel'sche Beugung ist nun von der Dichtematrix separiert und wird durch die Funk-
tionen D± beschrieben. Im Rahmen dieser Näherung ergibt sich unter der Voraussetzung, dass das
Biprisma in y-Richtung orientiert ist, für diese Funktionen:
D±
(
~r ±
~d
2
)
≈ 1
2
∓
∫
1
2πiq
e
−πi bo
k0
q 2
e2πiq(±
Do
2
−(x± d
2
))dq, (4.68)
welche die reine Fresnel'sche Beugung an den um den halben Überlagerungsabstand (d/2) und der
halben Abschattung (Do/2) verschobenen Kanten bestimmen.
Eine weitere wichtige, oft verwendete Annahme ist Homogenität des Objektes [Verbeeck 2008]. Damit
hängt die Dichtematrix in der Objektebene nur noch vom Relativabstand ab:
ρ0(~r, ~r
′) = ρh(~r − ~r ′). (4.69)
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Diese Annahme erlaubt die entscheidende Vereinfachung im verallgemeinerten TCC, welche dazu führt,
dass die partielle Kohärenz der Beleuchtung als Vorfaktor separiert und das Integral über ~q1 und ~q ′1 in
(4.67) als Fouriertransformation der Dichtematrix ausgeführt werden kann. Da homogene Ortsraum-
Dichtematrizen im Fourierraum Diagonalgestalt annehmen, werden nur die folgenden Nullkomponenten
des verallgemeinerten TCC wirksam:
TCC
(
0, 0,±
~d
2
∓̇
~d
2
, 0
)
=
∫
d2k⊥dEsfW (~k⊥)fL(Es)e
+2πi(± ~d
2
∓̇ ~d
2
)~k⊥ . (4.70)
Das begründet sich darin, dass sich die Wellenaberration für jedes Paar der interferierenden Strahlen zu
null kompensiert, da sie im homogenen Fall den gleichen Punkt der hinteren Brennebene durchlaufen
und somit die gleiche aberrationsbedingte Phasenschiebung aufgreifen (WTF(~q, ~q, E) = 1). Somit folgt
schlussendlich für die Homogenität der Dichtematrix im Ortsraum:
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
, E
)
≈ ρh
(
±
~d
2
∓̇
~d
2
, E
)
︸ ︷︷ ︸
Streuung
·TCC
(
0, 0,±
~d
2
∓̇
~d
2
, 0
)
︸ ︷︷ ︸
part. koh. Beleuchtung
·D±
(
~r ±
~d
2
)
D∗±̇
(
~r ±̇
~d
2
)
︸ ︷︷ ︸
Fresnel′sche Beugung
.
(4.71)
Dieser Ausdruck hat den Vorteil, dass sich das Fresnel'sche Nahfeld des Biprismas im Wesentlichen aus
der Multiplikation zweier eindimensionaler Funktionen ergibt, was die numerische Handhabung im Ver-
gleich zur Verwendung der vollständigen Dichtematrix erheblich erleichtert. Damit ist der Zusammen-
hang (4.71) interessant als Zielfunktion für die nichtlineare Anpassung des gemessenen Interferenz-
musters an den Parameter µf :
µf (~d) = TCC(0, 0, ~d) ·
ρh(~d)
ρh(0)
. (4.72)
Dieser beschreibt den Kohärenzgrad des Ensembles nach der Streuung an dem homogenen Objekt. Das
Fresnel'sche Nahfeld des Biprismas, welches durch die Funktionen D± bestimmt ist, wird durch die
Propagationslänge b, den Überlagerungsabstand d und die Abschattung des Biprismas D parametri-
siert.
Der Kohärenzgrad µf enthält im Rahmen der genannten Bedingungen die Nebendiagonalen homoge-
ner Ortsraum-Dichtematrizen, die im Kontext dieser Arbeit untersucht werden und ist gleichzeitig die
Gröÿe, die durch nichtlineare Anpassung aus dem Experiment ohne weitere Kenntnis über das Objekt
gewonnen werden kann. Aufgrund der gemachten Annahmen kann es jedoch zu mehr oder weniger
starken Abweichungen von der eigentlichen Objektdichtematrix ρh kommen. Dies soll als Vorbetrach-
tung zur Auswertung experimenteller Ergebnisse im Weiteren numerisch untersucht werden.
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Als Maÿ für die Abweichung des allgemeinen Ausdrucks für das Interferenzmuster im Fresnel'schen
Nahfeld des Biprismas (4.61) von der Näherung von (4.71) wird das Verhältnis η der Amplituden des
exakten (4.62) und genäherten komplexen Kohärenzgrades µf im Folgenden betrachtet:
η(~r, ~d) :=
|µ(~r, ~d)|
|µf (~d)|
. (4.73)
In Abbildung 4.73 sind die zu erwartenden Intensitätsverteilungen und Verhältnisse η für verschiedene
Propagationslängen b und homogene Dichtematrizen mit verschiedenen Kohärenzbreiten σu darge-
stellt. Dabei wird der Überlagerungsabstand d = 30 nm konstant gehalten. Experimentell lässt sich die
Propagationslänge durch Anregen der Beugungslinse erhöhen. Da dabei nach (4.53) die Überlagerungs-
weite zunimmt, muss das Biprisma gleichzeitig abgeregt werden, damit d konstant bleibt. Die oben
genannten Annahmen sind erfüllt, wenn η = 1 im Bereich des Interferenzfeldes ist. Das ist nach dem
dargestellten Beispiel umso besser erfüllt, je kleiner b und je gröÿer die Kohärenzbreite σU (4.64) ist, wie
es die Bedingung (4.65) fordert. Für groÿe Werte von b zeigen sich starke Modulationen in η, die eine
lokale Interpretation des komplexen Kohärenzgrades nicht erlauben. Allerdings verlaufen die Schwan-
kungen um η ≈ 1, so dass im räumlichen Mittel über den Interferenzbereich diese Näherung wiederum
erfüllt ist. Der wesentliche Unterschied zwischen der Näherung und der exakten Lösung liegt in der
Abhängigkeit des holographischen TCC und der Fresnel'schen Propagation von der Propagationslänge.
Je geringer die Abweichung der Gröÿe η von 1 ist, umso genauer ist das Bild, welches das experi-
mentell bestimmte µf über das Objekt vermittelt. Exemplarisch wurden weiterhin für drei verschiede-
ne Kohärenzbereiche der Modelldichtematrix (4.64) numerische Hologrammserien unter Variation der
Überlagerungslänge ~d auf Grundlage der exakten Übertragungstheorie (4.56) erstellt. An diese Serien
wurde nun der Parameter µf unter Verwendung der Näherung (4.71) angepasst und mit dem zu er-
wartenden theoretischen Kohärenzgrad, welcher in der Objektaustrittsebene vorliegt, verglichen.
In Abbildung 4.11 sind die numerisch angepassten Kohärenzgrade µf in Abhängigkeit von d für ver-
schiedene Kohärenzbreiten und Propagationslängen dargestellt. Geometrisch betrachtet sollte bei einem
Biprismadurchmesser von 400 nm und einer Objektivlinsenvergröÿerung in der Ebene des Biprismas
von etwa 40-fach ein Überlagerungsabstand von d = 10 nm möglich sein. Allerdings ist aus den Be-
rechnungen ersichtlich, dass erst ab ca. 13-14 nm für kleine Propagationslängen eine näherungsweise
Übereinstimmung zutage tritt. Für kleinere Überlagerungslängen ist die Näherung (4.71) nicht aus-
reichend erfüllt. Für gröÿere Werte von d zeigt sich eine gute Übereinstimmung v.a. je kleiner die
Propagationslänge b wird.
Auch hieraus wird ersichtlich, dass kleine Propagationslängen zu bevorzugen sind. Allerdings ziehen
diese gröÿere Fadenspannungen nach sich und damit auch Instabilitäten, die ebenfalls einen Einuss
auf den Streifenkontrast haben. Dieses Beispiel zeigt, dass über diesen Weg ein Zugang zu den Neben-
diagonalelementen einer senkrecht zum Biprisma homogenen Dichtematrix besteht. Die limitierende
Gröÿe ist der Durchmesser des Biprismas mit der Folge, dass für die hier durchgeführten Experimente
die Überlagerungsweiten nach unten begrenzt sind. Die minimale, interpretierbare Überlagerungsweite
beträgt in etwa dem Anderthalbfachen des objektbezogenen Biprismadurchmessers.
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1a)        1b)              1c)
σ = 20 nm σ = 30 nm σ = 40 nm
b = 1.6 cm b = 1.6 cm b = 1.6 cm
2a)        2b)              2c)b = 3.2 cm b = 3.2 cm b = 3.2 cm
3a)        3b)              3c)b = 4.8 cm b = 4.8 cm b = 4.8 cm
Abbildung 4.10: Abweichungen der näherungsweise faktorisierten Interferenzterme (4.71) von den ex-
akten Ausdrücken (4.61) in Abhängigkeit von der Kohärenzbreite σu gegeben durch unelastische Streu-
ung und in Abhängigkeit von Abstand zwischen Biprismaebene und erster Zwischenbildebene b mit
konstantem Überlagerungsabstand d = 30 nm. Dargestellt sind jeweils paarweise die zu erwartende
Intensitätverteilung und die Funktion η (4.73) im Ortsraum. 1a) - 3a) für σu = 20 nm, 1b) - 3b) für
σu = 30 nm und 1c) - 3c) für σu = 40 nm. Propagationslängen 1) b = 1.6 cm, 2) b = 3.2 cm und 3)
b = 4.8 cm.
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a) σ = 20 nm
b) σ = 30 nm
c) σ = 40 nm
Abbildung 4.11: Anpassung des Kontrastes µf an numerisch exakt berechnete Hologrammserien in
Abhängigkeit vom Überlagerungsabstand d für verschiedene Kohärenzbereiche σ und Propagations-
längen b im Lichte partiell kohärenter Beleuchtung mit ϑ = 20 µrad, U = 200 kV. Mikroskop-Parameter:
f = 2.9 mm, a= 120 mm, D = 400 nm, Anpassungs-Methode: Levenberg-Marquardt.
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4.3.4 Die relevante Näherung für die O-Axis Holographie
Speziell in der hochaufgelösten O-Axis-Holographie sind die Streuwinkel in der Gröÿenordnung des
charakteristischen Winkels (4.66), so dass die im vorangegangenen Unterabschnitt diskutierte Nähe-
rung ihre Gültigkeit verliert. Die Überlagerungsweiten sind jedoch mitunter groÿ genug, dass sich
die Fresnel'schen Beugungssäume auÿerhalb des detektierten Gesichtsfeldes (FOV) benden. Für den
Fall dass nun d  FOV, spielt die Abschattung und die damit verbundene Fresnel'sche Beugung an
den Kanten des Biprismas eine untergeordnete Rolle. Analytisch betrachtet bedeutet dies, dass für
groÿe ~d eine Variation des Ortes innerhalb des Gesichtsfeldes die Integration über ~q2 und ~q ′2 in (4.61)
weitestgehend unberührt lässt. Für diesen Fall reduziert sich der Einuss der fouriertransformierten
halbseitigen Abschattungsfunktionen in (4.59) auf den einer δ-Funktion:
HDo±(~q) ≈ δ(~q). (4.74)
Daraus ergibt sich nach einer Rechnung (Anhang C.7) für die Modulationsfunktionen ρ±±̇ in (4.61)
unter Verwendung der Beziehung zwischen holographischem TCC und verallgemeinertem TCC, dass
alle Nahfeldeekte durch das Möllenstedt'sche Biprisma entfallen und nur noch der verallgemeinerte
TCC wirksam wird:
ρ±±̇oa
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
, E
)
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1, E)TCC
(
~q1, ~q
′
1,±
~d
2
∓̇
~d
2
, E
)
e2πi(~q1(~r±
~d
2
)−~q ′1(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1.
(4.75)
Dies ist nun eine Bedingung, welche auch für räumlich inhomogene Dichtematrizen Gültigkeit behält.
Durch Vergleich mit der Dichtematrix ρ (4.43), die in der ersten Zwischenbildebene ohne Einuss des
Biprismas vorliegt, erönet sich die Beziehung:
ρ±±̇oa
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
= ρ
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
. (4.76)
Damit lässt sich unter Verwendung von (4.60) die Intensitätsverteilung ρholo(~r) durch bestimmte Ele-
mente der Dichtematrix ausdrücken22:
ρholo(~r,E) = ρ
(
~r +
~d
2
, ~r +
~d
2
, E
)
+ ρ
(
~r −
~d
2
, ~r −
~d
2
, E
)
+ 2
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(
~r +
~d
2
, ~r −
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)∣∣∣∣∣ cos
(
2π~qc~r + Φρ
(
~r +
~d
2
, ~r −
~d
2
, E
))
. (4.77)
Als wesentliches Resultat dieser Überlegungen zeigt sich, dass die Diagonalelemente der (aberrations-
behafteten) Dichtematrix ρ (4.43) das Zentralbandsignal bestimmen, während die Nebendiagonalen das
Seitenband beschreiben. Die Wirkung des Biprismas ermöglicht demnach durch Wahl eines bestimm-
ten Überlagerungswinkels β den Zugri auf die Nebendiagonalelemente der Dichtematrix der Strahl-
elektronen, die sich durch einen denierten Überlagerungsabstand ~d auszeichnen. In dieser Form lassen
22Berücksichtigt wird dabei ρ(~r, ~r ′) = |ρ(~r, ~r ′)|eiΦρ und ρ(~r, ~r ′) = ρ∗(~r ′, ~r).
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sich bestimmte komplexe Nebendiagonalelemente mittels holographischer Rekonstruktionsmethoden
aus der gemessenen Intensitätsverteilung direkt extrahieren.
Für den komplexen Kohärenzgrad ergibt sich im Rahmen der O-Axis-Näherung durch Integration
von Zentral- und Seitenband über alle Energieverluste folglich:
µoa(~r, ~d) =
2
∫
ρ
(
~r +
~d
2 , ~r −
~d
2 , E
)
dE∫ (
ρ
(
~r +
~d
2 , ~r +
~d
2 , E
)
+ ρ
(
~r − ~d2 , ~r −
~d
2 , E
))
dE
. (4.78)
Bemerkenswert an dieser Stelle ist, dass sich der komplexe Kohärenzgrad im Rahmen dieser Näherung
direkt aus den Elementen der Dichtematrix (4.43) zusammensetzt, ohne dass bestimmte Bedingungen
an diese gestellt werden müssen. Die Integration über die Energieverluste führt direkt zur Dämpfung
des komplexen Kohärenzgrades infolge unelastischer Streuung.
4.4 Konsequenzen und neue Ansätze für die O-Axis Holographie
Die üblichen Betrachtungen über die O-Axis-Holographie zur Rekonstruktion von Wellen ergeben sich
automatisch aus der im vorherigen Abschnitt vorgestellten verallgemeinerten Übertragungstheorie für
Dichtematrizen im Rahmen der diskutierten O-Axis - Näherung. Zur Demonstration der Plausibilität
der besprochenen Theorie sollen im Folgenden das sogenannte Leer- und Objekthologramm diskutiert
werden. Wesentlich ist hierbei die Formulierung der objektbedingten Dichtematrix ρ0, die Objekt- und
Referenzbereiche im gestreuten Wellenfeld unterscheidet. Zur Veranschaulichung wird im Folgenden ein
reiner Zustand ρ0 angenommen, der denitionsgemäÿ aus dem Produkt einer Welle mit ihrem komplex
konjugierten Gegenspieler entspringt
ρ0(~r, ~r
′) = Ψ(~r) ·Ψ∗(~r ′). (4.79)
Diese Welle kann nun in eine Objekt- Ψobj und Referenzwelle Ψref zerlegt werden:
Ψ(~r) = Ψobj(~r) + Ψref (~r). (4.80)
Die Objektwelle sei durch die Amplituden- und Phasenmodulation durch elastische Streuung am Objekt
gegeben. Die Referenzwelle soll durch eine ebene Welle beschrieben werden. In der Richtung senkrecht
zum Biprisma (x) gilt:
Ψobj(x) = Ψ0(x) für x ≥ 0, sonst 0 (4.81)
Ψref (x) = 1 für x < 0, sonst 0. (4.82)
Die Konstruktion der entsprechenden Dichtematrix lässt sich für diese Richtung symbolisch durch die
Darstellung in Abbildung 4.12 veranschaulichen. Durch Multiplikation der beiden Wellen ergeben sich
vier Quadranten, die aus den vier verschiedenen Möglichkeiten, Objekt- und Referenzwelle miteinander
zu verknüpfen, hervorgehen. Die Quadranten der Hauptdiagonalen bestehen aus den Verknüpfungen
ΨobjΨ
∗
obj und ΨrefΨ
∗
ref . Die übrigen beiden Quadranten beinhalten die entsprechenden gemischten
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Verknüpfungen, die durch konventionelle Methoden nicht zugänglich sind.
Wird diese Form der Dichtematrix der Wirkung eines Biprismas ausgesetzt, so erfahren die vier Qua-
dranten unterschiedliche Verschiebungen, die wie in Abbildung 4.13 illustriert, zur partiellen Über-
lagerung aller Quadranten führen. Es handelt sich um entsprechende Transformationen der Koordina-
ten von der Objektebene (xO, x′O) in die Bildebene (xB, x
′
B). Jeder Quadrant erhält koordinatenweise
eine Verschiebung um ±d/2. Die in der Bildebene gemessene Intensität ergibt sich durch die Diagonal-
elemente der Dichtematrix ρholo:
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Entscheidend für diesen Ausdruck ist, dass es einen wesentlichen Unterschied zwischen der Übertragung
von Diagonal- und Nebendiagonalelementen nach (4.43) gibt. Dieser manifestiert sich in bekannter
Weise durch:
ρ
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCC
(
~q1, ~q
′
1,±
~d
2
∓̇
~d
2
)
e2πi(~q1(~r±
~d
2
)−~q ′1(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1. (4.83)
Experimentell steht nur ein begrenztes Gesichtsfeld zur Verfügung. Für den Fall, dass der Überlagerungs-
abstand gröÿer als das zugängliche Gesichtsfeld ist, d.h. |~r| < |~d/2|, lassen sich die Bereiche der Dichte-
matrix ρ0, die zum Interferenzmuster gehören im Sinne von (4.80) unterscheiden. Die entsprechenden
Teilintensitäten ergeben sich durch die Dichtematrizen der einzelnen Quadranten entsprechend (4.43)
durch:
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Anhand dieser Darstellung soll zunächst das Leer- und Objekthologramm untersucht werden. Anschlie-
ÿend sollen Konsequenzen abgeleitet werden, die sich ergeben, wenn die Phasenkippung der Referenz-
welle als experimenteller Freiheitsgrad zur Verfügung stünde.
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Abbildung 4.12: Zur Konstruktion der Dichtematrix für die O-Axis-Holographie zur Überlagerung von
Objekt- und Referenzwelle. Elementweise Multiplikation von Ψ(x) und Ψ∗(x′) für gegebenes y = y′
ergibt entsprechende Dichtematrix mit vier Quadranten.
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Abbildung 4.13: Dichtematrix aus Abbildung 4.12 wird mittels Biprisma und Optik transformiert, so
dass sich die Gesichtsfelder (schwarz umrahmte Quadrate) aus den vier Quadranten in der Bildebene
überlagern. Es kommt zu Koordinatentransformationen von der Objektebene in die Bildebene.
138 KAPITEL 4. INTENSITÄT UND KOHÄRENZ GESTREUTER ELEKTRONEN IM TEM
4.4.1 Das Leerhologramm
Für das Leerhologramm ergibt sich unter der Annahme einfallender ebener Wellen für die Dichtematrix
im Fourierraum:
ρ0(~q, ~q
′) = δ(~q)δ(~q ′). (4.85)
Damit folgt nach (4.78), (4.43) und (4.46) für den komplexen Kohärenzgrad die als Konsequenz des
van-Cittert-Zernike-Theorems im Fernfeld der Elektronenquelle bekannte Abhängigkeit:
µ(~r, ~d) = TCC(0, 0, ~d) = e−π
2∆k2xd
2
. (4.86)
Für ein Leerhologramm entspricht der verallgemeinerte TCC dem Kohärenzgrad in Abhängigkeit vom
Überlagerungsabstand ~d. Dieser Kohärenzgrad ist im Allgemeinen bestimmt durch die Verteilung der
Einfallswinkel und der Energien f(~k), die durch die Güte der Elektronenquelle gegeben sind. Weiterhin
kommt der Überlagerungsabstand ~d hinzu, der den Phasenunterschied der sich überlagernden Teilwellen
in Folge der verschiedenen Einfallsrichtungen bestimmt. Die Breite der Einfallswinkelverteilung senk-
recht zum Biprisma ∆kx wird experimentell durch Anwendung der elliptischen Beleuchtung optisch
verkleinert. Dadurch wird der Betrag des Kohärenzgrads in x-Richtung erhöht.
4.4.2 Das Objekthologramm
Das in der konventionellen O-Axis-Holographie aufgenommene Objekthologramm ergibt sich durch
Überlagerung von objektmodulierter Welle Ψ0 und unmodulierter Referenzwelle:
Ψobj(~q) = Ψ0(~q)
Ψref (~q) = δ(~q). (4.87)
Damit folgt für die wesentlichen Dichtematrix-Einträge des modulierten Interferenzmusters:
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Die Zentralbandterme werden durch den konventionellen TCC in der üblichen Weise transformiert und
sind für die Holographie von geringerer Bedeutung. Die Seitenbandterme hingegen enthalten das Spek-
trum der eingehenden Objektwelle und somit die vollständige Amplituden- und Phaseninformation.
Diese Welle wird nun durch den verallgemeinerten TCC übertragen, der vom Überlagerungsabstand
~d und nur noch von einer Raumfrequenz abhängig ist. Für diese Form des TCC lassen sich unter
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Verwendung von (4.46) die üblichen Transferfunktionen für die lineare Übertragung der Welle von der
Objektebene in die Bildebene identizieren:
TCC(~q, 0, ~d) = WTF(~q) · Ec(~q) · Es(~q). (4.89)
Die typischen charakteristischen Funktionen sind die Wellentransferfunktion WTF, die chromatische
Ec und die räumliche Enveloppe Es, welche den Informationstransfer von Objektaustrittswelle in das
holographisch aufgezeichnete Seitenband bestimmen:
WTF(~q) = e−iχ(~q,0) (4.90)
Ec(~q) = e
−
(
π
2k0
Cc
∆E
eUB
)2
(~q 2)2 (4.91)
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∆k2y . (4.92)
Bemerkenswert an dieser Stelle ist die Asymmetrie der räumlichen Enveloppe Es, die durch die partiell
kohärente Beleuchtung in Verbindung mit der Wirkung des Biprismas zustande kommt. Dieses Phäno-
men wurde bereits in den Arbeiten [Linck 2010] und [Koch 2010a] beschrieben. Es macht sich allerdings
für ein Cs-korrigiertes Elektronenmikroskop kaum bemerkbar, da in diesem Fall der Phasengradient
klein gegenüber dem Überlagerungsabstand ist.
Das Seitenband lässt sich unter Anwendung des Faltungssatzes schreiben als:
ρ
(
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)
= [Ψ0(~r)⊗ PSFSB(~r)]⊗ δ
(
~r +
~d
2
)
= ΨB(~r) (4.93)
und wird als komplexe Bildwelle interpretiert. Diese setzt sich nun aus der Objektwelle zusammen, die
durch eine Punktverwaschungsfunktion PSFSB moduliert und um den halben Überlagerungsabstand
durch das Biprisma verschoben ist. Da für dieses Experiment der Überlagerungsabstand eine Konstante
ist, ergibt sich die Punktverwaschungsfunktion PSFSB direkt durch die inverse Fouriertransformation
des verallgemeinerten TCC:
PSFSB(~r) = FT
−1
[
TCC(~q, 0, ~d)
]
. (4.94)
Diese Form der Seitenbandinformation erlaubt die Korrektur kohärenter Aberrationen in bekannter
Weise [Lichte 1992]. Wesentlich ist an dieser Stelle, dass der in dieser Arbeit verwendete Dichtematrix-
formalismus die bekannten linearen Transfereigenschaften des holographisch aufgezeichneten Seiten-
bands korrekt wiedergibt. Im Weiteren soll darauf aufbauend eine Möglichkeit dargelegt werden, die
darauf abzielt, die inkohärenten Bildfehler zu korrigieren und somit das Auösungsvermögen zu ver-
bessern.
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4.4.3 Das Objekthologramm mit gekippter Referenzwelle
Im vorangegangenen Unterabschnitt ist deutlich geworden, dass die kohärenten Aberrationen die we-
sentliche Ursache dafür sind, dass sich partielle Kohärenz in einer Reduktion von lateraler Auösung
äuÿert. Dies begründet sich darin, dass die Wellenaberration in der hinteren Brennebene für ver-
schiedene Einfallswinkel und -energien unterschiedliche Modulationen des Wellenfeldes hervorruft und
in der inkohärenten Summe über das Ensemble zur Dämpfung hoher Raumfrequenzen führt. Diese
Dämpfung ist minimal für die Raumfrequenz ~q = 0, da für diese Frequenz die kohärenten Aberra-
tionen verschwinden. Dieser Bereich soll als Bereich maximaler Kohärenz (BMK) bezeichnet werden.
Die Dämpfung wird mit wachsender Raumfrequenz infolge zunehmender Dephasierung durch die sich
stärker ändernde Phasenplatte immer gröÿer und mündet schlieÿlich im Informationslimit als konven-
tionelle Auösungsgrenze. Die Frage ist, ob es möglich ist, diesen Bereich maximaler Kohärenz (BMK)
auf Raumfrequenzen zu verschieben, die konventionell durch apparative Dekohärenz nicht mehr über-
tragen werden.
In der konventionellen Transmissionselektronenmikroskopie können derartige Eekte durch eine de-
nierte Strahlkippung hervorgerufen werden [Wade 1978], so dass Raumfrequenzen übertragen werden
können, die oberhalb des Informationslimits liegen. Das Auösungsvermögen eines TEM ändert sich
jedoch keinesfalls, da im Gegenzug tiefere Raumfrequenzen wieder ausgelöscht werden. Ebenso ist es
nicht möglich durch eine Strahlkippungsserie das Auösungsvermögen zu verbessern, da die einzel-
nen Intensitätsbilder nicht kohärent miteinander verknüpft werden können. Das hat im Wesentlichen
zwei Gründe: Erstens geht Phaseninformation durch die Intensitätsmessung verloren und zweitens
ist der Streuprozess für jede Kippung irreversibel verschieden. Mit einer Erweiterung der O-Axis-
Elektronenholographie können, wie im Folgenden gezeigt wird, diese prinzipiellen Probleme gelöst
bzw. vermieden werden.
An dieser Stelle soll ein neuer Ansatz für die O-Axis-Elektronenholographie vorgestellt werden, der
im Wesentlichen auf einer gegenüber der Objektwelle deniert gekippten Referenzwelle beruht. Die
experimentelle Realisierung dieser räumlich begrenzten Kippung ist nicht trivial und soll an späterer
Stelle diskutiert werden. Zunächst ergibt sich für die gekippte Referenzwelle:
Ψref (~q) = δ(~q − ~q0). (4.95)
Diese Modikation lässt die beiden Zentralbandterme erwartungsgemäÿ unberührt. Das Seitenband
(4.84) hingegen erfährt eine Modulation, die interessante Konsequenzen in sich birgt:
ρ
(
~r +
~d
2
, ~r −
~d
2
)
= e−2πi~q0(~r−
~d
2
)
∫
e2πi~q(~r+
~d
2
)TCC(~q, ~q0, ~d)Ψobj(~q)d
2q.
Wesentlich dabei ist das Verhalten des verallgemeinerten TCC. Das Argument ~q ′ verschwindet nicht
mehr, sondern erhält einen der Kippung entsprechenden Vektor ~q0. Dieser führt dazu, dass sich die
Phasenplatten in der Wellentransferfunktion nicht bei ~q = 0 sondern bei ~q = ~q0 zu null kompensieren.
Dies wird bereits aus der allgemeinen Denition dieser Übertragungsfunktion ersichtlich:
TCC(~q, ~q0, ~d) =
∫
d3kf(~k)e−i(χ(~q+
~k⊥,E)−χ(~q0+~k⊥,E))e2πi
~k⊥ ~d. (4.96)
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Das bedeutet, dass für eine durch das Objekt gebeugte Partialwelle mit ~q = ~q0 keine Phasenschiebung
in der hinteren Brennebene bezüglich der nun verkippten Referenzwelle entsteht. Damit wirkt sich die
inkohärente Mittelung über das Strahlensemble auf diese Raumfrequenz nicht aus, d.h. diese Frequenz
wird mit maximal möglichem Kontrast übertragen, welcher allein durch die räumliche Kohärenz der
Beleuchtung limitiert ist:
TCC(~q0, ~q0, ~d) = µL(~d). (4.97)
Mit anderen Worten: diese Raumfrequenz ist frei von inkohärenten, d.h. chromatischen und räumlichen
Aberrationen. Für gauÿförmige Quellverteilungen ergibt sich für diesen TCC explizit:
TCC(~q, ~q0, ~d) = WTF(~q, ~q0)Ec(~q, ~q0)Es(~q, ~q0, ~d) (4.98)
mit
WTF(~q, ~q0) = exp (−i(χ(~q, 0)− χ(~q0, 0))) (4.99)
Ec(~q, ~q0) = exp
(
−
(
πCc∆E
2k0eUB
)2
(q2 − q20)2
)
Es(~q, ~q0, ~d) = exp
(
−1
4
(
∂χ(~q)
∂qx
− ∂χ(~q0)
∂qx
− 2πd
)2
∆k2x
)
exp
(
−1
4
(
∂χ(~q)
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∂qy
)2
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.
Weiterhin ist an dieser Stelle interessant, dass der Einuss des chromatischen Fehlers, der nun durch
die modizierte chromatische Enveloppe Ec(~q, ~q0) gegeben ist, nicht nur für ~q = ~q0, sondern auch
für |~q| = |~q0|, also für alle Vektoren, die auf einem Kreis mit Radius |~q0| liegen, verschwindet. Die-
ser Kreis wird in der Literatur als achromatischer Kreis bezeichnet [Wade 1992]. Die räumliche En-
veloppe Es(~q, ~q0, ~d) hingegen verhält sich i.A. nicht rotationssymmetrisch. Im Folgenden werden die
chromatische und räumliche Enveloppe für das holographische Seitenband infolge der Verkippung der
Referenzwelle näher betrachtet.
Die modizierte chromatische Enveloppe
Die Kippung der Referenzwelle um ~q0 führt zur Wiederherstellung der gleichartigen Phasenlage, d.h.
Kohärenz, bezüglich eines bestimmten Raumfrequenzbereichs. Aus diesem Grund können diese Raum-
frequenzen elektronenoptisch von der Objekt- in die Bildebene übertragen werden. Allerdings führt
dieser Mechanismus zur Dekohärenz von Raumfrequenzen, die von diesem Frequenzbereich abweichen,
so dass diese nicht mehr übertragen werden. Zum Beispiel dephasieren die kleineren Frequenzen immer
stärker im Falle wachsender Kippung, so dass sich der verallgemeinerte TCC zu einem Hochpasslter
entwickelt (Abb. 4.14). Das Auösungsvermögen des Mikroskops ändert sich dadurch nicht; es werden
nur andere Informationen in vergleichbarer Bandbreite übertragen. Allerdings besteht die Möglich-
keit, durch Aufnahme einer Serie von Hologrammen mit variierender Kippung der Referenzwelle ein
erheblich höheres Maÿ an Informationen über das Objekt zu akquirieren. Die einzelnen holographisch
rekonstruierten Wellen lassen sich prinzipiell zu einer kohärenten Gesamtwelle verknüpfen, da zum
einen sowohl Amplituden als auch Phasen rekonstruiert werden und zum anderen die Streuung am
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Objekt laut Annahme stets identisch ist. Damit lieÿe sich prinzipiell unter Kenntnis der Enveloppen
und der Wellentransferfunktion eine Welle mit einer lateralen Auösung rekonstruieren, die über das
konventionelle Informationslimit hinaus geht (siehe unten).
Die modizierte räumliche Enveloppe
In Abbildung 4.15 ist die räumliche Enveloppe für verschiedene Kippungen (exemplarisch senkrecht
zum Biprisma) für ein konventionelles und Cs-korrigiertes TEM dargestellt. Infolge der Überlagerungs-
weite d kommt es im nicht-Cs-korrigierten Fall bereits ohne Kippung zu einer Verlagerung des Bereichs
maximaler Kohärenz in der Richtung senkrecht zum Biprisma [Koch 2010a, Linck 2010]. Im Zentrum
(q = 0) wird der Kohärenzgrad der partiell kohärenten Beleuchtung wirksam. Mit wachsender Referenz-
wellenkippung q0 kommt es zu weiteren Verlagerungen des BMK. Die Form dieser Enveloppe ist durch
den Gradienten der Wellenaberration und des Überlagerungsabstands d gegeben. In diesem Beispiel
vermag der Önungsfehler der Objektivlinse, die Phasenvariation der einfallenden Welle für eine Raum-
frequenz qcoh vollständig zu eliminieren. Für die Kippung q0 = 0 ist diese Raumfrequenz durch das
Maximum der räumlichen Enveloppe Es (4.99) bestimmt. Für qcoh ergibt sich entsprechend:
qcoh = k0
3
√
d/Cs. (4.100)
Für einen in der Hochauösungsholographie gängigen Überlagerungsabstand von d = 50 nm ergibt sich
für Cs= 1.2 mm bei 200 kV ein Wert von qcoh = 13.7 1/nm. Wäre es möglich die Referenzwelle separat
um q0x = −qcoh zu kippen, wäre die Dephasierung aufgrund unterschiedlicher Beleuchtungsrichtungen
durch den Önungsfehler korrigiert, d.h. die Frequenz q = 0 würde mit Kontrast 1 übertragen werden.
Das hätte interessante Konsequenzen für das Signal-zu-Rausch-Verhältnis im holographischen Seiten-
band zur Folge. Praktisch realisierbar ist dies jedoch kaum aus zweierlei Gründen: Erstens beruht diese
Phasengleichrichtung auf einem Önungsfehler, der i.A. unerwünscht ist und daher korrigiert wird. Eine
Cs-Korrektur führt dazu, dass qcoh nicht realisierbare Dimensionen annimmt. Zweitens muss bei dieser
Diskussion die Modikation der chromatischen Enveloppe berücksichtigt werden, die, wie in Abbildung
4.14 ersichtlich, für diese Kippungen bereits eine weitaus stärkere Dämpfung der Nullkomponente im
Seitenband verursacht, als durch die modizierte räumliche Enveloppe wiederhergestellt werden kann.
Schlussendlich lieÿe sich dieses Vorhaben höchstens in einem TEM realisieren, welches Cc- aber nicht
Cs-korrigiert ist. Das kann für die Holographie im mittleren Auösungsbereich eine durchaus lohnens-
werte Instrumentierung sein. Eine andere Anwendung ergibt sich aber in Hinblick auf die Korrektur
inkohärenter Aberrationen. Für ein Cs-korrigiertes TEM bedeutet das die Wiederherstellung der Infor-
mation, die durch apparative chromatische Dekohärenz konventionell nicht übertragen werden kann.
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a)         b)        c)
d)         e)        f)
q0 = 0 / nm q0 = 4 / nm q0 = 8 / nm
q0 = 12 / nm q0 = 16 / nm q0 = 20 / nm
Abbildung 4.14: Chromatische Enveloppe des holographischen Seitenbandes für verschiedene separate
Kippungen der Referenzwelle simuliert, unter den üblichen Parametern für das im Labor verfügbare FEI
TECNAI F20 TEM: UB = 200 kV, Cc = 1.4 mm, ∆E = 0.8 eV. Die zunehmende Kippung der Referenz-
welle führt zu einer Verlagerung des achromatischen Bereichs hin zu hohen Raumfrequenzen, die somit
phasengleich durch die energiedispersive Optik übertragen werden (achromatic circle [Wade 1992]).
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a)         b)        c)
d)         e)        f)
q0 = 0 / nm q0 = 8 / nm q0 = 16 / nm
Cs = 10 µm Cs = 10 µm Cs = 10 µm
Cs = 1.2 mm Cs = 1.2 mm Cs = 1.2 mm
q0 = 0 / nm q0 = 8 / nm q0 = 16 / nm
Abbildung 4.15: Räumliche Enveloppe des holographischen Seitenbandes für verschiedene separate Kip-
pungen der Referenzwelle senkrecht zum Biprisma, simuliert für die üblichen Parameter: UB = 200 kV,
ϑx = 0.15 / 20 mrad , ϑy = 0.15 mrad, d = 50 nm; a) - c) Cs = 1.2 mm, d) - f) Cs = 10 µm.
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Überlegungen zur Korrektur der chromatischen Aberration
Ausgangspunkt für Überlegungen zur Korrektur der chromatischen Aberration ist die Tatsache, dass
durch Kippung der Referenzwelle der achromatische Bereich zu höheren Raumfrequenzen hin verscho-
ben werden kann, die über dem Informationslimit liegen. Das bedeutet nicht, dass durch eine Kip-
pung die Auösung des TEM verbessert wird, sondern, dass lediglich ein anderes Frequenzband des
Objektspektrums übertragen wird. Die Idee besteht nun darin, durch eine Serie mit unterschiedlichen
Referenzwellenkippungen die totale Bandbreite über das konventionelle Informationslimit hinaus zu
erweitern. Die holographisch rekonstruierten Seitenbandspektren für verschiedene Kippungen lassen
sich in folgender Weise ausdrücken23:
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Aufgrund des linearen Informationstransfers lässt sich die Summe dieser Spektren durch die Summe
über den verallgemeinerten TCC umformulieren, da die Kippung der Objektwelle konstant bleibt und
sich somit die Spektren während der Serienaufnahme nicht ändern:
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Somit lieÿe sich ein eektiver TCC denieren:
TCCeff (~q, ~d) =
N∑
n=1
TCC(~q, ~qn, ~d), (4.101)
der gegenüber dem TCC mit einfacher Referenzwellenkippung eine vergröÿerte Bandbreite, wie in Ab-
bildung 4.16 vor Augen geführt, aufweist. Dargestellt sind die Amplituden der im Allgemeinen kom-
plexwertigen TCC, die im Falle des eektiven TCC von den Werten der Wellenaberrationen für die
verschiedenen Referenzwellenkippungen abhängen. Dieser eektive TCC lieÿe sich unter hinreichender
Kenntnis der Transfereigenschaften des Mikroskops konstruieren. Damit lässt sich aus der Summe der
Seitenbänder, die aus verschiedenen Referenzwellenkippungen resultieren, durch Entfalten des eekti-
ven TCC das eigentliche Objektspektrum mit höherem Informationslimit rekonstruieren.
Experimentelle Umsetzung
Der experimentelle Beweis für die Machbarkeit steht noch aus. Die Schwierigkeit in der experimen-
tellen Umsetzung besteht in der Kippung der Referenzwelle bei konstanten Beleuchtungsbedingungen
für die Objektwelle. Dies kann nur durch eine geeignete Phasenmodulation in einer oberhalb des Ob-
jektes bendlichen und zur Objektebene konjugierten Ebene erfolgen. Da an den im Triebenberglabor
verfügbaren Mikroskopen kein Zugang zu dieser Ebene vorliegt, ist eine experimentelle Umsetzung
nicht ohne weiteres erreichbar. Die verfügbare C2-Ebene hat sich als ungeeignet erwiesen, da bereits
23Diese holographische Rekonstruktion beinhaltet die separate Zentrierung aller Seitenbänder, so dass die Phasen-
kippungen aufgrund von ~qn in (4.96) eliminiert werden.
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a)         b)        c)q0 = 4 / nm q0 = 8 / nm q0 =  0...20 / nm
Abbildung 4.16: Konstruktion des eektiven TCC durch lineare Überlagerung der TCC für verschiede-
ne Referenwellenkippungen. Simulationsparameter: d = 50 nm, ϑx = 0.15 / 20 mrad , ϑy = 0.15 mrad,
Cs = 10 µm, Kippungsbereich q0 = 0...20 1/nm mit 2 1/nm Schrittweite.
leichte Verkippungen in dieser Ebene zu groÿen Verschiebungen in der Objektebene führen, die durch
das nachfolgende Biprisma nicht mehr zur Überlagerung gebracht werden können. Hilfreich wäre ei-
ne weitere Linse zwischen der Objektivlinse und der C2-Linse, sowie eine weitere zugängliche Ebene.
Damit kann eine Konjugation mit der Objektebene unabhängig von der Wahl der Beleuchtung durch
die C2-Linse hergestellt werden. Ein weiteres Problem besteht in der Realisierung dieser räumlich ab-
gegrenzten Kippung. Dazu können eventuell zwei parallel angeordnete Biprismen dienen, welche sich
auf gleichem Potenzial benden. Die Wellen, welche auÿen vorbei laufen, erfahren in dieser Ebene
eine Verkippung, während die Wellen, die zwischen den Biprismen verlaufen, ungekippt bleiben. Ei-
ne solche Anordnung konnte bereits realisiert, jedoch nicht in der richtigen Ebene platziert werden.
Sind diese Probleme behoben, wird der engste Flaschenhals für die Machbarkeit dieser Methode durch
Rauschen, instrumentelle Stabilität und Übertragungseigenschaften des Detektors gegeben. Letzteres
kann schwerwiegende Konsequenzen haben, da eine Kippung der Referenzwelle zu einer Ausdehnung
und zu einer Verschiebung des Seitenbandes führt. Im Falle der zwei parallelen Biprismen führt die
Verkippung der Referenzwelle zu einer Verschiebung zu höheren Raumfrequenzen. Das hat eine höhere
Dämpfung der Raumfrequenzen bis hin zur Unterabtastung zur Folge.
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Um die Machbarkeit dieser Methode zu demonstrieren genügt es, in der C2-Ebene eine Doppelloch-
blende zu installieren und eine Überlagerungsmöglichkeit durch ein zusätzliches, darunter bendliches
Biprisma zu schaen. Ein Loch dieser Blende wird auf die optische Achse zentriert und erzeugt einen
ungekippten Strahl. Das zweite Loch bendet sich folglich auÿeraxial und erzeugt einen gekippten
Strahl. Mittels Biprisma und zusätzlicher Blendenjustage können beide Strahlen in der Objektebene
zur Überlagerung gebracht werden, so dass sich dort, vereinfacht betrachtet, das folgende einlaufende
Wellenfeld:
Ψ0(~r) = 1 + e
2πi~q0~r (4.102)
herausbildet. Jedoch sind gekippte und ungekippte Welle in der Objektebene nicht räumlich getrennt.
Durch ein nachfolgendes Holographieexperiment lassen sich aber die Seitenbänder, welche durch die
modizierten Enveloppen (4.99) übertragen werden, erzeugen und identizieren. Derartige Versuche
sind in Vorbereitung.
4.5 Zusammenfassung
Dieses Kapitel gibt einen Überblick über zwei wesentliche Aspekte zur Intensität und Kohärenz von
gestreuten Elektronen im Transmissionselektronenmikroskop. Dabei wird erstens die Nützlichkeit des
Dichtematrix-Formalismus anhand von einfachen Beispielen vor Augen geführt und die Einwirkung un-
elastischer Streuung in erster Born'scher Näherung auf diese Konstruktion erläutert. Zweitens wird die
Übertragungstheorie von Dichtematrizen im Elektronenmikroskop unter Verallgemeinerung bekannter
Konzepte abgeleitet. Weiterhin werden Interferenzerscheinungen mittels Möllenstedt'schen Biprismas
allgemein in der Sprache der Dichtematrizen formuliert und Bedingungen erarbeitet, die eine direkte
Interpretation der Fresnel'schen Nahfeldinterferenzen durch das Biprisma als Nebendiagonalelemente
der Dichtematrix im Ortsraum erlauben. Der Dichtematrixformalismus lässt sich zudem direkt auf
die O-Axis-Holographie anwenden, was einen interessanten Ansatz zur Korrektur der chromatischen
Aberration durch gezieltes Verkippen der Referenzwelle unter Beibehaltung der Objektwelle ergibt.
148 KAPITEL 4. INTENSITÄT UND KOHÄRENZ GESTREUTER ELEKTRONEN IM TEM
Kapitel 5
Interferenzen unelastisch gestreuter
Elektronen
In diesem Kapitel wird die Frage thematisiert, inwiefern die Kohärenz von Elektronen durch unelasti-
sche Streuung an einem Objekt beeinusst wird. Im Fokus der Betrachtungen stehen Anregungen von
Oberächenplasmonen durch Elektronen, welche sich im Vakuum in deniertem Abstand zu einer me-
tallischen Oberäche bewegen, sowie deren Rolle bei der Ausprägung der Interferenzmuster unelastisch
gestreuter Elektronen, welche durch Überlagerung mittels des Möllenstedt'schen Biprismas zustande
kommen.
Im ersten Abschnitt wird ein Überblick über die bisherigen experimentellen Ergebnisse und deren
Interpretation vermittelt. Der darauolgende Abschnitt handelt von den im Rahmen dieser Arbeit
durchgeführten Kohärenzmessungen von Elektronen, welche sich parallel zu einer Oberäche im Va-
kuum bewegen, in Abhängigkeit vom Energieverlust. Da die Überlagerungsabstände erwartungsgemäÿ
relativ klein sind, schlagen sich die Fresnel'schen Beugungssäume des Biprismas im Interferenzmuster
signikant nieder, so dass die herkömmliche holographische Rekonstruktion zu Fehlern führt. Aus die-
sem Grund wurde ein Auswerteverfahren zur Extraktion des Kohärenzgrades entwickelt, welches auf
nichtlinearer Anpassung des gesamten Interferenzmusters basiert. Erste experimentelle Ergebnisse ohne
Objekt deuten bereits auf ausgeprägte Einüsse des Energielters hin. Die eigentlichen experimentellen
Ergebnisse sind im anschlieÿenden Abschnitt zu nden. Als Probe wurden eine gebrochene Silizium-
kante, eine FIB-präparierte Siliziumlamelle und ein ebenso präparierter Aluminiumbalken verwendet.
In den Kohärenzspektren, d.h. Kohärenzgrad in Abhängigkeit vom Energieverlust, zeigen sich inter-
essante Details in Verbindung mit den Oberächenanregungen. Abschlieÿend folgt die Interpretation
dieser Ergebnisse mit Hilfe von zwei verschiedenen Modellen zur Beschreibung der Dekohärenz durch
unelastische Streuung unter Berücksichtigung der im experimentellen Teil identizierten Energielter-
Aberrationen.
149
150 KAPITEL 5. INTERFERENZEN UNELASTISCH GESTREUTER ELEKTRONEN
5.1 Überblick über die bisherigen Ergebnisse
Einleitend sollen alle für den Kontext dieser Arbeit wesentlichen, bisherigen experimentellen und theo-
retischen Ergebnisse hinsichtlich der Kohärenz unelastisch gestreuter Elektronen zusammengefasst wer-
den. Dieser Abschnitt ist in zwei Teile unterteilt. Im ersten Unterabschnitt geht es um die Kohärenz von
Elektronen, welche das Objekt durchlaufen. Im zweiten Unterabschnitt geht es um Elektronen, welche
sich in der Nähe von Objektoberächen im Vakuum bewegen und mit dem Objekt in Wechselwirkung
treten, ohne es zu durchlaufen.
5.1.1 Kohärenz von im Objekt unelastisch gestreuten Elektronen
Lange Zeit herrschte die Auassung, dass unelastische Streuung Kohärenz zwischen Objekt- und
Referenzwelle völlig zerstört [Schmid 1985, Spence 1997, van Dyck 2000]. Diese Vorstellung festigte
sich durch die experimentelle Erfahrung aufgrund des täglichen Umgangs mit konventioneller O-
Axis-Holographie: Das rekonstruierte Phasensignal der O-Axis-Holographie geht in vielen Fällen aus
einer Projektion des Objekt-Potenzials entlang der Strahlrichtung hervor. Daher wäre es zunächst nahe-
liegend, das Phasensignal durch Wahl gröÿerer Objektdicken gegenüber dem Rauschpegel zu erhöhen.
Im Experiment hat es sich jedoch erwiesen, dass das Phasenrauschen nach Erreichen einer bestimm-
ten Objektdicke wieder ansteigt. Dies lässt sich auf folgende Weise verstehen: Neben dem wachsenden
Einuss der dynamischen Streuung erhöht sich natürlich der Anteil des unelastisch gestreuten Signals
gegenüber dem elastischen. Wird nun angenommen, dass unelastische Streuung Kohärenz zerstört, er-
klärt sich, warum mit wachsender Objektdicke die Seitenbandamplitude A schwächer wird und damit
das Phasenrauschen ansteigt (σϕ ∼ A−1, Gl. 2.16). Somit ergeben sich vielmehr materialspezische
optimale Objektdicken, welche ein optimales Signal-zu-Rauschverhältnis liefern [Rau 1999, Wolf 2010].
Weiterhin kann aus dieser Amplitudendämpfung beispielsweise auf die Objektdicke in Einheiten einer
mittleren freien Weglänge geschlossen werden [McCartney 1994].
In den vergangenen Jahren wurde eine Reihe von Experimenten durchgeführt, die zeigen, dass selbst
unelastisch gestreute Elektronen überraschenderweise einen bestimmten Kohärenzbereich aufweisen1
und somit die enge Vorstellung von der absoluten Inkohärenz unelastisch gestreuter Elektronen lö-
sen. In den wegweisenden Arbeiten [Harscher 1997, Lichte 2000] wurde die Interferenzfähigkeit von
Elektronen, welche infolge von Volumen-Plasmonenanregungen spezische Energieverluste erlitten ha-
ben, mittels energiegelterter O-Axis-Holographie untersucht. Für kleine Überlagerungsweiten in der
Gröÿenordnung von 10-20 nm sind Interferenzen zu beobachten, die im Widerspruch zur strikten In-
kohärenz durch Energieübertrag stehen. Die Auswirkungen solcher Erscheinungen auf die praktische
Anwendung der Elektronenholographie sind in [Verbeeck 2011] diskutiert und haben sich als geringfügig
erwiesen. Weitere experimentelle Untersuchungen zeigen, dass der Kontrast dieser Interferenzmuster
mit wachsender Überlagerungsweite zwischen den interferierenden Teilwellen abnimmt [Potapov 2006]
und somit eher dem Verhalten der partiellen Kohärenz infolge endlicher Ausdehnung der Elektronen-
quelle entspricht (Gl. 4.86). D.h. durch unelastische Streuung an homogenen Medien kommt es, wie
in [Harscher 1997] experimentell dargelegt und durch ϑE ≈ ∆E/2E [Egerton 1996] gegeben, zu einer
eektiven Verbreiterung der Winkelverteilung gegenüber den ungestreuten Elektronen. Diese Verbrei-
terung zeigt sich sowohl im Objekt- als auch im Referenzwellenfeld, wenn beide Bereiche mit dem Ob-
1Hier werden im Gegensatz zum obigen Absatz beide interferierenden Teilwellenfelder unelastisch gestreut.
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jekt durch die Coulombkraft in Wechselwirkung treten (Abb. 5.1). Die Herausbildung von stationären
Interferenzmustern ist wiederum nur dann möglich, wenn die Teilwellen paarweise den gleichen Ener-
gieverlust erleiden. Damit ist die Phasenbeziehung zwischen Objekt- und Referenzwelle zeitunabhängig
und ein stationäres Interferenzmuster kann sich herausbilden [Lichte 2000]. Durch Verschränkung mit
angeregten, zueinander orthogonalen Objektzuständen und dem anschlieÿenden Messprozess ist diese
Bedingung nur für bestimmte Teilwellen erfüllt. Es tragen nur solche Teilwellen zur Interferenz bei,
welche an der Anregung ein und desselben Objekteigenzustands beteiligt sind. In diesem Fall haben
beide Teilwellen den gleichen Energie- und Impulsübertrag2 verrichtet. Eine kurze Rechnung soll diese
Diskussion anhand eines Spezialfalls untermauern:
Die Streuung einer ebenen Welle an einem homogenen Medium führt dazu, dass die resultierenden
Teilwellen weiterhin eben bleiben, jedoch hinsichtlich Energieverlust E und Impulsübertrag ~q eine
globale Amplitudenmodulation aE,~q und eine räumliche und zeitliche Phasenmodulation bezüglich
einer einfallenden Welle ψin erfahren:
ψE,~q(~r, t) = aE,~q e
−2πi(E/~t−~q~r)ψin(~r, t). (5.1)
Die Amplitudenmodulation ist abhängig von der Übergangswahrscheinlichkeit für eine Anregung vom
Grundzustand in den angeregten Zustand und von der Coulombwechselwirkung zwischen Strahlelektron
und Objekt. Die resultierenden Teilwellen ψE,~q stehen mit den entsprechenden angeregten Zuständen
χE,~q in Verschränkung, so dass sich folglich die reduzierte Dichtematrix durch
ρ(~r, t, ~r ′, t′) =
∫
ψE,~q(~r, t)ψ
∗
E′,~q ′(~r
′, t′)χE,~q(~ξ)χE′,~q ′(~ξ)Π(E, ~q,E
′, ~q ′)dnξdEdE′d2qd2q′ (5.2)
für den kontinuierlichen Fall formulieren lässt. Die Funktion Π beschreibt dabei eine verallgemeiner-
te Zustandsdichtematrix, deren Diagonalelemente die Zustandsdichte DOS der angeregten Zustände
wiedergeben (Π(E, ~q,E, ~q) = DOS(E, ~q)). Die Integration über die nicht messbaren Parameter der
angeregten Zustände (~ξ) führt unter Ausnutzung der Orthogonalitätsrelation zu:∫
χE,~q(~ξ)χE′,~q ′(~ξ)d
nξ = δ(E − E′)δ(~q − ~q ′). (5.3)
Die aufgrund der Orthogonalität zwischen den Objektzuständen entstehenden δ-Funktionen haben zur
Konsequenz, dass nur Teilwellen mit gleichem Energie- und Impulsübertrag zur reduzierten Dichte-
matrix beitragen3. Daraus ergibt sich für die reduzierte Dichtematrix:
ρ(~r − ~r ′, t− t′) =
∫
|aE,~q|2DOS(E, ~q)e−2πi(E/~(t−t
′)−~q(~r−~r ′))dEd2q
=:
∫
fint(E, ~q)e
−2πi(E/~(t−t′)−~q(~r−~r ′))dEd2q. (5.4)
2Von einem Impulsübertrag kann nur bei einem homogenen Medium gesprochen werden; i.A. handelt es sich um eine
Impulsverteilung.
3Hinsichtlich des Impulses gilt dies nur für homogene Medien. Für inhomogene Objekte ist der Impuls als Quantenzahl
ungeeignet.
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Die Nebendiagonalelemente der Dichtematrix der gestreuten Elektronen folgen somit analog zum van-
Cittert-Zernike-Theorem aus einer fouriertransformierten Verteilungsfunktion für Energie- und Impuls-
überträge fint(E, ~q), welche sich aufgrund der Wechselwirkung mit einem Objekt herausbildet. Die
Energiebreite bestimmt dabei die zeitliche und die Impulsbreite die räumliche Kohärenz des gemisch-
ten Zustands eines Elektrons nach unelastischer Streuung. Aperturen in Ebenen, in denen Energie und
Impuls dispergieren, haben ebenfalls einen Einuss auf die Kohärenz, sowohl im zeitlichen als auch im
räumlichen Regime.
Interpretationen der experimentellen Ergebnisse basieren somit auf dem Verständnis dieser Verteilungs-
funktionen. Diese lassen sich unter Verwendung der kinetischen Gleichungen für die Propagation
der Dichtematrix durch ein beliebiges Objekt nden [Dudarev 1993]. Unter Verwendung der ersten
Born'schen Näherung für den rein unelastischen Fall ist die Dichtematrix im Fourierraum propor-
tional zum gemischten dynamischen Formfaktor (4.23) [Kohl 1985]. Unter Verwendung der Dipol-
näherung (4.28) konnten in den Arbeiten [Schattschneider 2005, Verbeeck 2005] die Resultate der
Kohärenzmessungen [Harscher 1997, Lichte 2000] theoretisch erklärt werden. Die Existenz von end-
lichen Nebendiagonalelementen im Ortsraum ist demnach im Wesentlichen auf die langreichweitige
Coulombwechselwirkung zwischen dem Strahlelektron und Objekt zurückzuführen, welche die kurz-
reichweitigen Korrelationen im Elektronengas des Objektes überdeckt. Somit ist die Coulombwechsel-
wirkung die Ursache für die experimentell beobachteten Interferenzen unelastisch gestreuter Elektronen
für Überlagerungsweiten im Bereich von 10 - 30 nm. Die inkohärente Summation über alle Streuzentren
im homogenen Medium (4.29) liefert für die Dichtematrix (4.23) in Ortsraumdarstellung:
ρ(~r, ~r ′, E) ∼ K0(qE |~r − ~r ′|). (5.5)
Die modizierte Besselfunktion zweiter Art und nullter Ordnung divergiert für identische Orte, so dass
es hier zu Problemen hinsichtlich der Interpretation kommt. Diese können behoben werden, indem die
~q-Raum-Integration nur bis zu einem kritischen Impulsübertrag (Bohm-Pines) durchgeführt wird, bei
dem die Wahrscheinlichkeit von Einzelelektronenanregungen gegenüber der von kollektiven Anregun-
gen groÿ wird. Dieser Eekt ist die physikalische Begründung für das Abschneiden und Beheben der
Singularität [Verbeeck 2005].
Die delokalisierte Coulombwechselwirkung äuÿert sich bei steigendem Energieübertrag in einer brei-
ter werdenden Winkelverteilung. Dies geht einher mit der Auassung, dass die unelastische Wechsel-
wirkung bei höheren Energieverlusten stärker lokalisiert ist als bei niederen. Die Verbreiterung der
Winkelverteilung ist die physikalische Ursache für die zunehmende Dephasierung mit wachsendem
Energieverlust für elektronische Anregungen, wie in Abbildung 5.1 schematisch dargestellt. Die entspre-
chenden Phasenunterschiede, die für die Dephasierung innerhalb des gemischten Zustands verantwort-
lich sind, folgen direkt aus Verkippungen durch die unelastische Wechselwirkung eines Strahlelektrons
mit dem Objekt. Für den charakteristischen Winkel ϑE ergibt sich bei einer Überlagerungsweite d die
folgende Phasenschiebung ∆ϕE zwischen den miteinander interferierenden Teilwellen:
∆ϕE = 2πk0ϑEd. (5.6)
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Objekt
Objektiv
Hintere 
Brennebene
Biprisma 
Bildebene 
∆ϕE ∆ϕE
ϑE ϑE
a) Hohe Coulombdelokalisierung b) Niedrige Coulombdelokalisierung 
Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Dephasierung infolge der Coulombdelokalisierung bei
elektronischen Anregungen (homogenes Objekt). Aufgrund der Verschränkung mit dem Objekt und
der anschlieÿenden Messung sind die verschieden gekippten ebenen Wellen inkohärent zueinander
(vgl. durchgezogene und gestrichelte Linien). Diese Verkippungen erzeugen entsprechende Phasen-
verschiebungen in der Bildebene. (a) Hohe Coulombdelokalisierung im Falle niedriger Energieverluste
führt zu kleinerer Dephasierung. (b) Geringere Coulombdelokalisierung für höhere Energieverluste führt
zu stärkerer Dephasierung. Der Zusammenhang zwischen ∆ϕE und ϑE ist durch (5.6) gegeben.
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Diese Phase entspricht der Breite der Verteilung aller auftretenden Phasenschiebungen. Die durch
die Verschränkung mit dem Objekt bedingte inkohärente Summation über alle zu diesen Phasen-
schiebungen gehörende Interferenzmuster führt zur charakteristischen Dämpfung von Kohärenz. Gute
Übereinstimmung von (5.5) mit dem Experiment ist unter zusätzlicher Berücksichtigung der zeit-
lichen Kohärenz, welche durch die Breite der Energieverteilung gegeben ist, bereits erzielt worden
[Verbeeck 2008]. Weiterhin wurden für mehrere Materialien [Potapov 2006, Verbeeck 2008] über einen
weiten Bereich des Niederenergieverlustspektrums die Kohärenzgrade in Abhängigkeit vom Energie-
verlust gemessen. Mit dem Ergebnis, dass der Abfall des Kohärenzgrades mit wachsendem Energie-
verlust unspezisch für die verschiedenen Materialien ist, bestätigt sich ebenfalls, dass die Coulomb-
wechselwirkung den hauptsächlichen Einuss auf die Kohärenz der unelastisch gestreuten Elektronen
haben muss.
Diese Experimente und deren theoretische Interpretation bilden die Grundlage für die in dieser Arbeit
durchgeführten Experimente an Oberächen. Im Fokus der weiteren Betrachtungen stehen Elektro-
nen, welche sich parallel zu einer planaren Oberäche im Vakuum bewegen. Derartige Elektronen
erfahren durch die nichtlokale Coulombwechselwirkung einen Energieverlust (aloof beam excitation)
[Howie 1983]. Sie erweisen sich für die Untersuchung von Kohärenzeigenschaften durch reine unelasti-
sche Wechselwirkung als geeignet, da im Vakuumbereich von elastischer Streuung abgesehen werden
kann. Weiterhin stellt sich die Frage, inwieweit sich Abschirmmechanismen durch induzierte Spiegel-
ladungen auf die Kohärenz der vorbeilaufenden Elektronen auswirken.
5.1.2 Kohärenz von an Objektoberächen unelastisch gestreuten Elektronen
Die direkten Kohärenzmessungen im Objekt haben den Nachteil, dass viele Phänomene zu den experi-
mentellen Resultaten beitragen, wie z.B. elastische Streuung an einem thermisch uktuierenden Gitter.
Dynamische Streuung kann gerade bei dickeren Proben zu einem starken Signalverlust führen, so dass
es zu erhöhtem Rauschen kommt. Die rein unelastische Streuung lässt sich daher am besten auÿerhalb
des Objektes studieren.
Elektronen, die in der Nähe von Oberächen propagieren, erfahren einen Energieverlust. Mittels klas-
sischer Elektrodynamik kann für den nicht-relativistischen Fall die Wahrscheinlichkeit für den Energie-
verlust E eines Elektrons, welches im Abstand x parallel zu einer ebenen Oberäche propagiert (Abb.
5.2), nach [Howie 1983] bestimmt werden:
dP (x,E)
dE
=
te2
2π2ε0~v2
=
(
ε(E)− 1
ε(E) + 1
)
K0
(
2Ex
~v
)
. (5.7)
Der Parameter t beschreibt die Ausdehnung der Oberäche in Strahlrichtung und v bestimmt die Ge-
schwindigkeit des Strahlelektrons. Die Singularität in der Besselfunktion kann auf ähnliche Weise wie
oben geschildert umgangen werden. Die komplexe dielektrische Funktion ε hängt selbst vom Energie-
verlust ab. Für den Fall ε(E) + 1 = 0 ergibt sich direkt die Resonanzbedingung für das Oberächen-
plasmon [Egerton 1996]. Der obigen Gleichung zufolge nimmt die Anregungswahrscheinlichkeit mit
wachsendem Abstand vom Objekt ab. Auf der Energieskala erfährt diese Funktion für die Anregungs-
energie des Oberächenplasmons ein Maximum. Die Einbeziehung von Retardierungseekten ist z.B. in
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Elektronenpfad
Abbildung 5.2: Ein Elektron bewegt sich parallel zu einer planaren Oberäche im Vakuum. Die nicht-
lokale Coulombwechselwirkung führt zu einem induzierten elektrischen Feld, welches zu einem Energie-
verlust des Strahlelektrons führt [Howie 1983].
t
Elektronenpfadex
d
Abbildung 5.3: Zwei Trajektorien aus dem Wellenfeld eines Elektrons verlaufen parallel im gleichen
Abstand x zur Oberäche. Die Trajektorien haben den Abstand d zueinander. Nach [Anglin 1997].
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der Arbeit von [Garcia-Molina 1985] dargelegt. Für kompliziertere Objektgeometrien kommen verschie-
dene Methoden zur Anwendung, welche auf der numerischen Lösung der Maxwellgleichungen beruhen
[Abajo 2010].
Es stellt sich nun die Frage, wie sich die räumliche Kohärenz im Wellenfeld des Strahlelektrons bei
unelastischer Wechselwirkung verhält. Ein mögliches Experiment wurde dafür von [Anglin 1997] vor-
geschlagen und in der Folgezeit für verschiedene Energiebereiche der Elektronenstrahlen durchgeführt.
In diesem Experiment geht es um die Bestimmung der Interferenzfähigkeit von Elektronen, welche
sich parallel zu einer planaren Oberäche bewegen. Für zwei Trajektorien, welche parallel in gleichem
Abstand x zur Oberäche verlaufen, voneinander den Abstand d haben und nach der Wechselwirkung
mit der Oberäche zur Überlagerung gebracht werden sollen, ist der prinzipielle Strahlengang in Ab-
bildung 5.3 skizziert.
Die Nichtlokalität des Coulombfeldes des vorbeilaufenden Elektrons induziert Fluktuationen in der
Ladungsdichte des Objektes, welche sich dem Strahlelektron folgend durch das Objekt bewegen und
dabei durch endliche Leitfähigkeiten Energie dissipieren. Dies wurde theoretisch in mehreren Arbei-
ten untersucht. Für langsame Elektronen und makroskopische Abstände (d.h. d, x  λT )4 sind die
Abhängigkeiten des Kohärenzgrades µ = e−Γ von der Überlagerungsweite d und vom Abstand x zur
Oberäche in Tab. 5.1 dargelegt.
Publikation Methode Ursache Abhängigkeit
[Anglin 1997, Sonnentag 2007] klass. E.-Dynamik Ohm'sche Dissipation Γ ∼ d2
x3
[Scheel 2012] QED + lin. Antwort Ohm'sche Dissipation Γ ∼ 12x −
1√
(2x)2+d2
[Machnikowski 2006] FDT + lin. Antwort Flukt. Ladungsdichte Γ ∼ d2
x2
Tabelle 5.1: Abhängigkeiten des Kohärenzgrades µ = e−Γ von der Überlagerungsweite d und vom
Abstand x von der Oberäche aus verschiedenen Arbeiten. Für x  d liefern [Anglin 1997] und
[Scheel 2012] identische Kohärenzgrade. Beide berücksichtigen die Leitfähigkeit des Materials. Letz-
tere Abhängigkeit berücksichtigt lediglich die Generation der induzierten Ladungsuktuationen als
Ursache für Dekohärenz (FDT: Fluktuations-Dissipations-Theorem).
In [Anglin 1997] ist eine Dissipationsrate angegeben, welche proportional zum spezischen elektrischen
Widerstand und umgekehrt proportional zur dritten Potenz des Abstandes zur Oberäche ist. Es wird
angenommen, dass die Dissipation demnach eine direkte Folge des Ohm'schen Widerstands ist, welcher
auf die mitgezogene induzierte Bildladung wirkt. In [Sonnentag 2007] ist die entsprechende Dekohä-
renzzeit zu nden. Auf ähnliche und für den Grenzfall x  d identische Abhängigkeiten führt eine
Betrachtung im Rahmen der makroskopischen QED (Quantenelektrodynamik) unter Verwendung der
Theorie der linearen Antwort [Scheel 2012]. Wichtig ist an dieser Stelle, dass die Dekohärenz im We-
sentlichen von der Dissipation der Energie durch die Bewegung der Spiegelladungen erklärt wird, deren
4Thermische de Broglie-Wellenlänge λT ≈ 4.3 nm bei 300 K.
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Generation hingegen als adiabatisch angenommen wird. Das Endresultat dieser Arbeit lässt sich intui-
tiv verstehen (Tab. 5.1, 2. Zeile): Der Ausdruck 2x entspricht genau dem Abstand vom Strahlelektron
zur entsprechenden Bildladung. Der Term
√
(2x)2 + d2 beschreibt die Entfernung zur Spiegelladung,
welche von der jeweils anderen Trajektorie induziert wird. In einer anderen Arbeit wird im Rahmen des
Fluktuations-Dissipations-Theorems bereits die Erzeugung der Spiegelladung als dissipativ angenom-
men und gezeigt, dass dieser Eekt gegenüber dem Ohm'schen Eekt überwiegt [Machnikowski 2006].
Dies hat zur Konsequenz, dass die Kohärenz weitestgehend unabhängig von den Materialeigenschaften
ist und die Gröÿe Γ von x−2 abhängt. Weiterhin bleibt festzuhalten, dass der Kohärenzgrad entgegen
den Resultaten aus den vorherigen Modellen nur noch vom Verhältnis zwischen Überlagerungsweite
und Abstand zum Objekt abhängt (d/x) und somit skaleninvariant ist. Dieser Befund ndet Bestäti-
gung in der Arbeit von [Howie 2011], welche auf klassischer Maxwell-Theorie beruht.
Experimentell konnten diese Abgängigkeiten für langsame Elektronen (1.7 keV) und makroskopische
Dimensionen im Bereich von µm qualitativ bestätigt werden [Sonnentag 2007]. Parallel dazu wurden
sehr ähnliche Resultate mit relativistischen Elektronen auf Dimensionen im Nanometer-Bereich er-
zielt [Potapov 2006, Potapov 2007]. Allerdings handelt es sich hierbei um energiegelterte Elektronen,
welche durch unelastische Wechselwirkung einen speziellen Energieverlust erlitten haben. Obwohl die
experimentelle Situation aufgrund der weitaus höheren kinetischen Energien der Stahlelektronen und
der wesentlich kleineren Dimensionen (Überlagergungsabstand, Abstand zum Objekt) den Gültigkeits-
bereich der genannten theoretischen Untersuchungen überschreitet, stimmen die Resultate qualita-
tiv gut mit jenen Vorhersagen überein. Quantitative Übereinstimmung kann mit dem Dichtematrix-
Formalismus aus [Schattschneider 2005] für die vorliegende Oberächengeometrie erzielt werden, wie
es in [Potapov 2007] dargelegt ist. Dieser Formalismus beruht auf der Modellierung des MDFF durch
voneinander unabhängige Streuzentren, welche homogen über das gesamte Objekt verteilt sind. Diese
Streuzentren verrichten nun infolge der Anregung Dipolübergänge, welche aufgrund der inkohärenten
Summation über alle Streuereignisse eine entsprechend starke Dämpfung des Kohärenzgrades nahe der
Kante des Objektes hervorrufen. Auf diesen Ergebnissen aufbauend wurden im Rahmen dieser Arbeit
weitere Untersuchungen an verschiedenen Objekten durchgeführt.
5.2 Kohärenzmessungen von Elektronen an Oberächen
In diesem Abschnitt wird die experimentelle Vorgehensweise zur Bestimmung der Kohärenz von Elek-
tronen, welche im Nahbereich von Oberächen unelastisch gestreut werden, dargestellt. Im ersten Un-
terabschnitt wird die Messung des experimentellen Datensatzes auf Grundlage der energiegelterten
O-Axis-Holographie vorgestellt. Im anschlieÿenden Unterabschnitt wird das im Rahmen dieser Ar-
beit entwickelte Auswerteverfahren für die Messdaten erläutert. Abschlieÿend wird eine experimentelle
Vorcharakterisierung der Messmethode anhand von energiegelterten O-Axis-Hologrammen ohne Ob-
jekt behandelt. Dabei werden mögliche störende Einüsse des Energielters auf die Kohärenzmessung
untersucht.
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5.2.1 Durchführung und Auswertung
Ziel der experimentellen Untersuchungen ist es, den Einuss spezischer Anregungen auf die Kohärenz
der am Objekt gestreuten Elektronen zu untersuchen. Dabei steht die Rolle von Oberächenplasmonen
im Vordergrund. Um die rein unelastisch gestreuten Elektronen zu untersuchen, werden im Folgenden
solche betrachtet, welche sich in deniertem Abstand zur einer Oberäche im Vakuum bewegen. Wei-
terhin besteht die Absicht, möglichst nur solche Trajektorien miteinander zur Überlagerung zu bringen,
welche den gleichen Abstand zur Oberäche haben. Das führt zu Vereinfachungen bei der späteren Mo-
dellierung, da in der Richtung parallel zur Oberäche von Homogenität ausgegangen werden kann. Diese
Überlagerung ndet mit demMöllenstedt'schen Biprisma statt. Zur gezielten Untersuchung des Einus-
ses bestimmter Anregungen kommt ein Energielter der Firma Gatan zum Einsatz, der es erlaubt, die
erzeugten Interferenzen für einen denierten Energieverlustbereich abzubilden. An dem Versuchsaufbau
hat sich demnach gegenüber der ursprünglichen Version in [Harscher 1997] nichts geändert. Im Rah-
men dieser Arbeit wird besonderer Wert auf die Verbesserung des Signal-zu-Rauschverhältnisses durch
Serienaufnahmen und auf die Angabe von Fehlerbalken gelegt. Dabei hat es sich als hilfreich erwiesen,
die Aufnahme von Energieverlust-Serien zu automatisieren, um somit eine systematische Wiederholung
der Messungen für eine statistische Auswertung der Resultate zu realisieren. Die Akquirierung einer
reproduzierbaren Serie ist mit einigen Problemen verbunden, die im Folgenden erläutert werden.
Die Aufnahme einer energiegelterten Hologramm-Serie im niederen Energieverlustbereich (Low-
Loss) schlieÿt den verlustfreien Bereich (Zero-Loss) ein, welcher durch sehr hohe Intensitäten ge-
kennzeichnet ist. Dies ist nötig, um den Einuss der partiellen Kohärenz der Beleuchtung und der
MTF des Detektors zu erfassen. Ein für die Auswertung brauchbares Signal-zu-Rauschverhältnis für
alle betrachteten Energieverlustbereiche erfordert daher eine entsprechende Anpassung der Belichtungs-
zeiten mit anschlieÿender Reskalierung der aufgezeichneten Intensitäten. Weiterhin ist für eine gute
Energieauösung eine möglichst enge Schlitzblende erforderlich, welche jedoch aufgrund der Nicht-
Isochromasie des Energielters das Gesichtsfeld einschränkt. Dies hat zur Folge, dass einige Bereiche
der Kamera bereits Signale aus dem Low-Loss-Bereich aufzeichnen, während andere noch Zero-Loss-
Signale abbilden. Bei Anpassung der Belichtungszeiten an die schwachen Intensitäten im Low-Loss-
Bereich ergibt sich die Konsequenz, dass die Pixel der Zero-Loss- Bereiche aufgrund der sehr hohen
Intensitäten in Sättigung laufen und somit nicht ausgewertet werden können. Daher ist es sinnvoll, den
Detektionsbereich auf den quasi-isochromatischen Bereich verkleinern zu können. Des Weiteren wird
die Verschiebung des Energieverlustbereichs durch Änderung der Hochspannung des Beschleunigers
in der Elektronenquelle erzielt. Da dies in der Regel etwas träge abläuft und der gewählte Wert des
Energieverlusts noch etwas driften kann, sollte auch eine bestimmte Verzögerungszeit nach den jewei-
ligen Aufnahmen eingehalten werden. Hin und wieder kommt es auch vor, dass Objekt oder Biprisma
driften, so dass die Serienaufnahme unterbrochen werden muss und erst nach Beheben solcher Einüsse
fortgesetzt werden kann. Diese praktischen Probleme wurden durch ein in dieser Arbeit entwickeltes
Programm namens AcquireLowLossSeries in der DigitalMicrograph-Umgebung gelöst Abb. (5.4).
Dieses Programm führt die Serienaufnahme beginnend bei einem denierbaren Startwert und mit
ansteigendem Energieverlust bei fester Schrittweite durch. Die Breite der Schlitzblende in der energie-
dispersiven Ebene deniert die spektrale Breite, welche zur energiegelterten Abbildung beiträgt.
Belichtungszeiten für den Zero-Loss'- und Low-Loss-Bereich können unabhängig voneinander ge-
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Schlitzbreite des Energiefilters
Startwert für Energieverlust-Serie
Definition des Zero-Loss-Bereichs
Schrittweite für Energieverlust-Serie
Anzahl der Aufnahmen pro Serie
Reskalierung der Messungen im Zero-Loss-Bereich
Name der Serie
Fortlaufende Nummerierung
Belichtungszeit im Zero-Loss-Bereich
Belichtungszeit im Low-Loss-Bereich
Verzögerung nach Setzen des neuen Energiewertes
Zusammenfassen mehrerer Pixel
Detektionsbereich
Start der Serienaufnahme
Unterbrechung zur Nachjustierung  (Drift-Korrektur)
Aufnahme einer EFTEM-Serie mit Zero-Loss
Abbildung 5.4: Programm zur automatisierten Aufzeichnung einer energiegelterten Serie. Wichtig sind
die Wahl unterschiedlicher Belichtungszeiten für Zero-Loss- und Low-Loss-Bereich und anschlieÿen-
de Reskalierung der Intensitäten, sowie die Wahl des Detektionsbereichs. Dieses Programm ist nicht
nur für den Low-Loss-Bereich nützlich, sondern eignet sich auch in höheren Verlustbereichen, z.B. an
Absorptionskanten.
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wählt werden. Der Detektionsbereich wird durch direkte Eingabe deniert. Nach jedem Setzen eines
neuen Energieverlusts vergeht eine bestimmte Zeit bis zur Aufnahme des gelterten Bildes. Die Serie
von energiegelterten Abbildungen liegt als Stapel mit den für die Serienaufnahme spezischen Infor-
mationen als Tags vor und kann gespeichert werden. Die Hintereinanderausführung des Programms
ändert automatisch den Serienindex bei gleicher Serienbezeichnung. Nach Aufnahme einer Serie ist
stets die Position des Zero-Loss-Peaks zu überprüfen und ggf. zu korrigieren.
Das Resultat einer Serienaufnahme ist exemplarisch in Abb. 5.5 dargestellt. Nach der Messung lie-
gen nun Serien von energiegelterten Serien vor. Die Bewältigung dieser Datenmenge im Bereich von
5-10 MB pro Serie erfordert hinsichtlich der reproduzierbaren Auswertung und Extraktion aussage-
kräftiger Parameter ebenfalls ein gewisses Maÿ an Automatisierung. Im folgenden Unterabschnitt soll
auf diesen Aspekt eingegangen werden.
5.2.2 Automatisierte Auswertung
Die Auswertung lässt sich in drei Teile gliedern. Im ersten Teil geht es um die Aufbereitung des
Datensatzes für die Bestimmung des Kohärenzgrades anhand des Interferenzmusters auÿerhalb des
Objektes. Anschlieÿend folgt die Anpassung der gemessenen Intensitäten an die berechneten Fres-
nel'schen Nahfeldinterferenzen des Biprismas mit dem Streifenkontrast µ, der Intensität N und der
relativen Verschiebung des Interferenzmusters δ als freie Parameter. Schlussendlich wird über die Re-
sultate mehrerer Serien unter Einbeziehung des Anpassungsfehlers gemittelt. Da in DigitalMicrograph
keine nichtlinearen Anpassungsroutinen zur Verfügung stehen, wird für die Auswertung auf in Matlab
erstellte Programme zurückgegrien. Die speziell hierfür verwendete Routine lautet lsqnonlin.
Aufbereitung der gemessenen Daten
Zunächst steht die Identikation des für die Bestimmung der Anpassungsparameter geeigneten Bild-
bereichs und der charakteristischen Gröÿen des Hologramms, wie Hologrammbreite und Propagations-
länge, im Vordergrund. In Abb. 5.6 sind die einzelnen Schritte skizziert. Zunächst wird aus der Se-
rie das Zero-Loss-Bild anhand der maximalen Gesamtintensität bestimmt und derart rotiert, dass
die Interferenzstreifen in horizontaler Richtung verlaufen. Der Rotationswinkel wird im Fourierraum
durch Bestimmung der Seitenbandposition nach [Lehmann 1992] berechnet. Anschlieÿend wird der
relevante Datenbereich durch Anpassung einer Gauÿfunktion an die Breite der Intensitätsverteilung
des Interferenzfeldes in vertikaler Richtung (Abb. 5.6 (3)) bestimmt. Da für breitere Hologramme die
Anpassung einer Gauÿfunktion zu stärkeren Abweichungen führt, steht optional eine Butterworth-
Funktion zur Verfügung. Anhand der auf diese Weise bestimmten Breite wird der Datenbereich in
vertikaler Richtung für den anschlieÿenden Fresnel-Fit zur Bestimmung der Überlagerungsweite d und
der Propagationslänge bo (Abb. 5.6 (4)) eingegrenzt. Als Startwerte stehen für die Anpassung des ex-
perimentellen Interferenzmusters an das Fresnel'sche Nahfeld des Biprismas die im vorherigen Schritt
bestimmte Hologrammbreite und der Streifenabstand nach [Lehmann 1992] zur Verfügung. Weitere
Parameter für diese Anpassung sind Brennweite der Objektivlinse, Abstand der hinteren Brennebene
zur Biprismaebene, Durchmesser des Biprismafadens und Beschleunigungsspannung der Elektronen.
Diese Gröÿen sind experimentell bestimmbar und gehen daher als gegebene Gröÿen in die Rechnung
ein. Für die Brennweite und für den Biprismafaden wurden Blenden mit bekannten Durchmessern
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Vakuum
Silizium
Abbildung 5.5: Resultat einer Serienaufnahme von energiegelterten Interferenzmustern am Philips
CM200 mit FEG und Gatan GIF 200 bei einer Beschleunigungsspannung von 200 kV. Die Graustufen
entsprechen logarithmischen Intensitäten. Als Objekt dient eine FIB-präparierte Si-Lamelle, welche
mit einer Dichte von 1019 1/cm3 Bor-dotiert ist (Präparation: John Sandino).
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Energiegefilterte Hologramm-Serie Identifikation und Rotation 
des Zero-Loss Hologramms
Bestimmung von Position und Intensität,
sowie  Abschätzung der Breite des 
Hologramms durch Anpassung geeigneter 
Funktionen 
Anpassung des Fresnel'schen Nahfeldes 
zur Bestimmung der Hologrammbreite, 
Propagationslänge und Intensität  
Bestimmung des Datenbereichs für die
lokale Anpassung des Streifenkontrastes
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Abbildung 5.6: Aufbereitung der Daten zur Bestimmung des Streifenkontrastes. (1) EFTEM-
Hologramm-Serie. (2) Identikation der Zero-Loss-Aufnahme, Rotation durch bi-kubische Interpola-
tion für die Auswertung des Streifenkontrastes in vertikaler Richtung in Abhängigkeit von der Position
in horizontaler Richtung. (3) Bestimmung des Zentrums des Interferenzmusters durch Anpassung von
Gauÿ- oder wahlweise Butterworth-Funktionen an ein exemplarisches Prol aus (2, blau gestrichelte
Linie) und der daraus resultierenden Abschätzung der Hologrammbreite. (4) Anpassung an das Fres-
nel'sche Nahfeld des Biprismas (4.71) liefert Überlagerungsweite, Propagationslänge und verfeinerte
Hologrammbreite. (5) Aus resultierender Hologrammbreite wird der Datenbereich für alle Aufnahmen
der Serie in vertikaler Richtung und durch Kantendetektion in horizontaler Richtung bestimmt. (6)
Mittelung über Npix = 10 Pixel in horizontaler Richtung liefert aufbereitete Serie für Anpassung der
holographischen Parameter. Parameter für die Anpassung: Brennweite f = 3.0 mm, Durchmesser des
Biprismas D = 400 nm, U = 200 kV, Abstand hintere Brennebene - Biprismaebene a = 12 cm.
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in der hinteren Brennebene bzw. Biprismaebene als Referenzmaÿe genutzt. Mit der nun genauer be-
stimmten Hologrammbreite wird ein denierter Datenbereich für die weitere Auswertung festgelegt,
der für alle Serien reproduzierbar den gleichen Kriterien genügt (Abb. 5.6 (5)). Anschlieÿend wird in
horizontaler Richtung zur Verbesserung des Signal-zu-Rauschverhältnisses gemittelt (Abb. 5.6 (6)). Die
Ortsauösung in dieser Richtung beträgt damit etwa 1 nm.
Bestimmung des lokalen Streifenabstands in Abhängigkeit vom Energieverlust
Anhand der Vorcharakterisierung des Zero-Loss-Hologramms stehen nun Werte für Überlagerungs-
weite und Propagationslänge zur Verfügung, welche sich im Verlauf einer Serienaufnahme nicht ändern.
Die Anpassung erfolgt individuell für jede vertikale Intensitätsverteilung des denierten Datenbereichs
(Abb. 5.6 (6)). Dabei werden aus den jeweiligen vertikalen Intensitätsverteilungen grobe Startwerte
für die nichtlineare Anpassung des jeweiligen Fresnel'schen Nahfeldes ermittelt. Der Kontrast ergibt
sich grob durch das Verhältnis aus Dierenz und Summe von Maximal- und Minimalintensität. Der
Startwert für die Zentralbandintensität wird durch die mittlere Intensität im ausgewählten Daten-
bereich berechnet. Eine Schwierigkeit ergibt sich bei der simultanen Anpassung von Zentralband N ,
Kontrast µ und vertikaler Verschiebung des Streifenmusters δ aufgrund der starken Nichtlinearität
des Problems. Daher werden zunächst Kontrast und Zentralband zusammen, dann die Verschiebung
separat und schlussendlich nochmals Kontrast und Zentralband angepasst. Als Ergebnis entstehen das
angepasste Interferenzmuster für jeden Energieverlust und die lokal bestimmten Parameter µ, N und
δ. In Abb. 5.7 ist exemplarisch ein numerisch angepasster Datensatz dem experimentellen gegenüber-
gestellt. Für Energieverluste bis 12 eV lassen sich die Kurven der Interferenzmuster sehr gut anpassen.
Für höhere Energieverluste führt das Rauschen infolge der zu geringen Intensitäten zu stärkeren Abwei-
chungen. In den (hier vertikal gemittelten) Abbildungen sind relativ starke Verbiegungen der Streifen
zu erkennen, welche aufgrund von Verzeichnungen des Energielters entstehen.
Statistische Auswertung
Bereits die Mittelung über NPix Pixel in Streifenrichtung führt zu einer wesentlichen Verbesserung
des Signal-zu-Rausch-Verhältnisses, allerdings unter Inkaufnahme schlechterer Ortsauösung. Da sich
jedoch der Kohärenzgrad nicht allzu stark über 1 nm ändert, werden die Messungen deutlich verbes-
sert. Weiterhin werden die gemessenen Kontrast- und Intensitätswerte in Abhängigkeit vom Ort und
vom Energieverlust über wiederholte Messungen gemittelt. In der Mittelung werden die Abweichungen
des angepassten Datensatzes vom experimentellen durch entsprechende Gewichtungen berücksichtigt.
Daher werden sehr gute Anpassungen bevorzugt und weniger gute in der Statistik unterdrückt. Diese
Auswertung erlaubt die Angabe von Fehlerbalken für die extrahierten Messgröÿen.
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Abbildung 5.7: Gegenüberstellung von experimentellen Daten (blau) und angepassten Fresnel'schen
Nahfeldern (rot) für verschiedene Energieverluste. Die horizontalen Intensitätsprole verlaufen jeweils
mittig in den dargestellten Graustufenabbildungen. Die Entfernung zur Oberäche (oben) beträgt
damit etwa 11.2 nm. Bis 12 eV ist sehr gute Übereinstimmung zu erkennen. Bei 16 eV lässt sich noch
ein Interferenzmuster mit gröÿerem Fehler anpassen; für gröÿere Energieverluste macht sich der Einuss
des Rauschens auf die Anpassung deutlich bemerkbar.
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5.2.3 Artefakte durch das Energielter
Die Funktion eines Energielters beruht auf der gezielten Erzeugung einer Energiedispersion, in der
Regel durch ein magnetisches Sektorfeld, welches die Elektronenbahnen unterschiedlich schneller Elek-
tronen unterschiedlich stark ablenkt. Diese Selektion des Energieverlusts muss in einer Ebene er-
folgen, welche elektronenoptisch zur Beugungsebene konjugiert ist, damit sie für jeden Bildpunkt
gleich ist. Diese Selektionsebene wird als energiedispersive Ebene bezeichnet5. Die energiegelterte
Bildebene muss hingegen dispersionsfrei sein, damit keine Artefakte auftreten. Dies kann auf unter-
schiedliche Weise funktionieren. Da im Rahmen dieser Arbeit ein Post-Column- Energielter der
Firma Gatan [Krivanek 1991] verwendet wird, soll im Weiteren auf diesen Typus eingegangen wer-
den. Die Energielterung ndet durch eine denierte Schlitzblende in der energiedispersiven Ebene
statt. Da die Generation der Energiedispersion zu einer Reihe von Aberrationen führt, müssen diese
mit nachfolgenden Quadrupol- und Hexapollinsen bis zu einem bestimmten Grad korrigiert werden.
Residuale Aberrationen sind im Wesentlichen geometrische Verzeichnungen, Nicht-Achromasie und
Nicht-Isochromasie. Verzeichnungen führen zu Verzerrungen des Interferenzmusters, was in der Regel
zu artiziellen Phasenschiebungen und Änderungen des lokalen Streifenabstands führt (siehe Abb. 5.7,
linke Spalte). Da sich der Streifenabstand nur geringfügig ändert und Phasenschiebungen nicht Gegen-
stand der Untersuchung sind, spielen diese Aberrationen keine Rolle. Die Nicht-Achromasie produziert
eine energieverlustabhängige Bildverschiebung. Nach erfolgreicher Korrektur verbleibt ein Rest von
kleiner als 0.1 Pixel/eV. Für Streifenabstände im Bereich von 20 Pixel führt diese Verschiebung zu ei-
ner homogenen Kontrastdämpfung, welche praktisch keine Rolle spielt. Die Hauptursache für Artefakte
in den Messungen ist die Nicht-Isochromasie in Verbindung mit diversen Eekten der Schlitzblende,
wie im Folgenden gezeigt wird.
Zur Identikation möglicher Einüsse wurden energiegelterte Serien von leeren Interferogrammen
aufgenommen, so wie sie typischerweise später unter Einuss des Objektes aufgezeichnet und ausge-
wertet werden sollen. Die Variation des Energieverlusts erfolgt über die Änderung der Beschleunigungs-
spannung (UB). Der Einuss der Schlitzblende (SB) kann dabei durch Variation der Schlitzbreite stu-
diert werden. Die Serien wurden von -4 eV bis 4 eV mit einer Schrittweite von 1 eV in Abhängigkeit
von den Schlitzbreiten 2 eV, 4 eV und 6 eV aufgenommen. Die Halbwertsbreite des Zero-Loss-Peaks
(ZLP) beträgt etwa 1 eV. Im Falle eines perfekten Filters sollte für alle Energiewerte der gleiche Kon-
trast zu messen sein, welcher nur durch partielle Kohärenz der Beleuchtung, Transfereigenschaften des
Detektors und Instabilitäten des Biprismas bestimmt ist. Da diese Einüsse isoplanatisch sind, sollte
sich auch keine räumliche Variation ergeben.
Die Messungen geben ein dierenziertes Bild über die Auswirkungen der Energielterung auf Intensität
und Kohärenz wieder. In Abb. 5.8 sind die in Richtung des Biprismas gemittelten Kontrastwerte (rot,
Skala links) für die verschiedenen Schlitzbreiten dargestellt. Zum Vergleich sind jeweils die über den
gleichen Bereich gemittelten Intensitäten eingefügt (blau, Skala rechts). Die Darstellungen zeigen, dass
von einem konstanten Streifenkontrast nicht die Rede sein kann. Vielmehr ist der Kontrast in der Nähe
von 0 eV maximal und nimmt mit wachsendem Energieverlust ab. Es zeigt sich, dass diese Abnahme
dann beginnt, wenn der ZLP in die Nähe einer Seite der Schlitzblende kommt. In den Messungen
5Diese Bezeichnung kann irreführend sein, da die Energiedispersion in fast allen Ebenen mehr oder weniger stark
vorliegt. Die hier betrachtete Ebene zeichnet sich durch Konjugation mit der Objekt oder der hinteren Brennebene aus.
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Abbildung 5.8: Einuss der Schlitzblende (SB) in der energiedispersiven Ebene (EDE) auf den mittle-
ren Streifenkontrast (rot) in Abhängigkeit vom Energieverlust für die Schlitzbreiten (1) 2 eV, (2) 4 eV
und (3) 6 eV. Die mittleren Intensitäten, blau dargestellt, spiegeln die spektrale Breite der Schlitz-
blende wieder. Die Flanken korrelieren mit systematischen Kontrastreduktionen um ca. 10 %, welche
dort auftreten, wo der ZLP in die Nähe einer Kante der Schlitzblende kommt und vermutlich durch
induzierte Fluktuationen an Kohärenz verliert. Für die Schlitzbreiten von 2 eV und 4 eV ist ersicht-
lich, dass der Streifenkontrast nach diesen Flanken wieder ansteigt. Dies zeigt, dass dieser Eekt im
Kohärenzspektrum lokalisiert ist. Die Kontrastmaxima (0 eV) nehmen mit wachsender Schlitzbreite zu,
da die Überlappung des ZLP mit den Kanten der Blende kleiner wird. Der starke Kontrastanstieg bei
∆Es = 2 eV und einem Energiewert von -4 eV ist vermutlich eine Fehlmessung aufgrund von Rauschen.
für 2 eV und 4 eV Schlitzbreite ist weiterhin ersichtlich, dass der Kontrast wieder zunimmt, wenn die
steilen Flanken des ZLP über die Kanten der Schlitzblende hinausgeschoben sind. Dies ist dort der
Fall, wo die Intensitäten abgeklungen sind (blaue Kurven) und das Streifenmuster nur noch durch den
schwachen Schwanz des ZLP bestimmt wird.
Die Tatsache, dass der Kontrast wieder zunimmt, lässt die Schlussfolgerung zu, dass es zu einem erhöh-
ten Maÿ an Dekohärenz kommt, wenn der ZLP in die Nähe der Schlitzblende gelangt. Es liegt natürlich
bei diesem Eekt eine ähnliche Streugeometrie vor, wie in den eigentlich durchgeführten Experimenten.
Ein bestimmender Einuss von Oberächenanregungen ist allerdings relativ unwahrscheinlich, da sich
diese (wie später gezeigt) nur auf einen Bereich von max. 50 nm in der Nähe der Oberäche erstrecken.
Bei einer instrumentell gegebenen Dispersion von 5 µm/eV ist mit einer Ausdehnung des ZLP von
5-10 µm zu rechnen. Diese ist groÿ gegenüber dem Dekohärenzbereich durch Oberächenanregungen,
so dass sie als Ursache ausgeschlossen werden können. Es liegt vielmehr auf der Hand, dass lokale Auf-
ladungen möglicher Kontaminationen zu weitaus gröÿerächigen Fluktuationen führen, welche zu einer
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eektiven Verbreiterung des Impulsspektrums des Elektronenstrahlensembles und damit zu Dekohärenz
des Ensembles führen. Die implizit als stromdichteabhängig angenommene Ensemble-Dekohärenz am
Rand der Schlitzblende lässt sich dadurch begründen, dass diese Ladungsuktuationen mit wachsen-
der Intensität in ihrer Stärke zunehmen (siehe später). Weiterhin können erhöhte, thermisch bedingte
Instabilitäten an der Schlitzblende diesen Eekt verstärken.
Sollte es sich abgesehen von diesem Eekt um ein perfektes Energielter handeln, schlüge sich die Deko-
härenz an der Schlitzblende in einer räumlich homogenen Kontrastdämpfung nieder, sofern das Objekt
räumlich homogen ist. An dieser Stelle kommt die Nicht-Isochromasie ins Spiel, welche in Kombination
mit den Eekten der Schlitzblende zu räumlichen Inhomogenitäten von gelterter Intensität und gel-
tertem Streifenkontrast führt. Zur Veranschaulichung dieser Problematik ist in Abb. 5.9 der Eekt von
Nicht-Isochromasie skizziert. Auf der linken Seite ist der perfekt isochromatische Fall dargestellt. Das
magnetische Sektorfeld erzeugt eine energieabhängige Verkippung in der achromatischen Bildebene,
welche dort für jeden Punkt identisch ist. Dies hat zur Folge, dass bei einem homogenen Objekt für
jeden dieser Punkte das gleiche Energieverlustspektrum in der energiedispersiven Ebene (EDE) vor-
liegt. Die Anwendung der Schlitzblende führt zu einer homogenen Intensitäts- und Kohärenzverteilung
in der energiegelterten Bildebene, da für jeden Punkt in dieser Ebene das gleiche Spektrum auf iden-
tische Weise übertragen wird. Nun wird klar, was mit Nicht-Isochromasie gemeint ist. Im rechten Teil
dieser Abbildung wird angenommen, dass die Energiedispersion für verschiedene Punkte in der achro-
matischen Ebene nicht mehr isoplanatisch ist. Für ein homogenes Objekt bedeutet dies, dass für jeden
Punkt nunmehr ein anderer Ausschnitt des Spektrums übertragen wird (vgl. blaues und rotes Spektrum
in der energiedispersiven Ebene). Da das Spektrum im Bereich des ZLP eine starke Flanke aufweist,
führt diese nicht-isoplanare Energielterung zu einer erheblichen Änderung der Intensitätsverteilung
in der Bildebene.
Kommt nun, wie oben diskutiert, verstärkte Ensemble-Dekohärenz des ZLP am Rand der Schlitz-
blende (SB) ins Spiel, so äuÿert sich dieser Eekt ebenfalls in einer inhomogenen Kontrastverteilung,
wenn aufgrund der Nicht-Isochromasie gerade der Bereich des ZLP abgebildet wird, welcher sich am
Rand der SB bendet. In Abb. 5.9 (2) wird dies durch den Verlauf der rot markierten Strahlengänge
verdeutlicht, welche dazu führen, dass der entsprechende ZLP auf der Kante der Schlitzblende sitzt.
Dieser Eekt lässt sich ebenfalls aus den gemessenen Daten extrahieren. Als Maÿ für die räumliche
Inhomogenität ist hier die relative Standardabweichung aller angepassten Kontrast- und Intensitäts-
werte über das gegebene Gesichtsfeld pro Energieverlust gewählt. Diese Resultate sind in Abb. 5.10
für die drei untersuchten Schlitzbreiten dargelegt. Die räumliche Inhomogenität des Kontrastes ist
dabei rot und die der Intensität schwarz dargestellt. Es zeigt sich eindrucksvoll eine direkte Korrela-
tion dieser Inhomogenitäten, die auf Nicht-Isochromasie zurückzuführen sind. Zur Orientierung dient
das Prol der mittleren Intensität pro Energieverlust (blau, Skala rechts). Es zeigt sich, dass die In-
homogenitäten am stärksten sind, wenn der ZLP in der Nähe der Schlitzblenden ist, wo es zu sehr
ausgeprägten Inhomogenitäten der Intensitätsverteilung kommt. Wichtig ist auch zu sehen, dass nicht
nur bekannterweise die Intensität davon betroen ist, sondern auch die Kohärenz merklich reduziert
wird. Bemerkenswert ist aber auch, dass für höhere Energieverluste diese Inhomogenitäten sowohl im
Kontrast als auch in der Intensität systematisch zurückgehen.
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Abbildung 5.9: Einuss der Nicht-Isochromasie auf Intensität und Kohärenz in energiegelterten Ab-
bildungen. Das Energielter erzeugt in der achromatischen Ebene eine energieabhängige Verkippung
der Elektronentrajektorien. (1) Im isochromatischen Fall ist diese Dispersion für jeden Punkt identisch.
Die Schlitzblende ltert somit für jeden Punkt in der achromatischen Ebene den identischen Bereich
des Spektrums. (2) Im Falle von Nicht-Isochromasie ist die Dispersion für jeden Punkt verschieden,
so dass ortsabhängig verschiedene Bereiche der entsprechenden Spektren zur energiegelterten Inten-
sitätsverteilung beitragen. Im unteren Teil sind die Auswirkungen auf Intensität und Streifenkontrast
innerhalb des Gesichtsfeldes (FOV) skizziert. Im nicht-isochromatischen Fall kommt es für die roten
Strahlen zu einer Reduktion der Intensität durch Absorption des ZLP an der SB und zur Dekohärenz
aufgrund induzierter Fluktuationen.
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∆ES= 2 eV ∆ES= 4 eV ∆ES= 6 eV1)     2)                                                       3)
Abbildung 5.10: Inhomogenitäten von Kontrast und Intensität aufgrund der Wirkung der Schlitz-
blende. Mittlere relative Abweichungen von Intensität (schwarz) und Streifenkontrast (rot) in einer
energiegelterten Aufnahme in Abhängigkeit vom Energieverlust. Breite und Position der Schlitzblen-
de durch mittlere Intensitäten (blau, Skala rechts) dargestellt. Die Flanken der mittleren Intensitäten
und die verstärkten Inhomogenitäten in Intensität und Kontrast aufgrund von Nicht-Isochromasie und
Dekohärenz am Rand der SB sind eindeutig miteinander korreliert.
Als Fazit dieser Diskussion bleibt, dass Nicht-Isochromasie und Dekohärenz an der Schlitzblende einen
deutlichen Einuss auf die Kontrastmessungen haben. Die Messungen zeigen aber, dass diese nur dort
auftreten, wo der ZLP auf die Kante der Schlitzblende trit. Die weiteren Experimente sind mit einer
Schlitzbreite von 2 eV durchgeführt, so dass Energieverluste im Bereich von 1 - 2 eV unmittelbar davon
betroen sind (Abb. 5.10 (1)). Wie sich dieser Eekt auf die höheren Energieverluste auswirkt, muss
mittels Simulationen abgeklärt werden.
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5.3 Experimentelle Ergebnisse
In diesem Abschnitt werden die in dieser Arbeit gewonnenen experimentellen Ergebnisse von Kohärenz-
messungen an unelastisch gestreuten Elektronen dargestellt und diskutiert. Gegenstand der Unter-
suchungen sind Silizium- und Aluminiumoberächen, welche z.T. auf verschiedene Weisen präpariert
und mit unterschiedlichen Beschleunigungsspannungen untersucht wurden. Zunächst folgen Untersuch-
ungen an zwei Siliziumkanten, welche sich in ihrer Dicke voneinander unterscheiden, bei einer jeweiligen
Beschleunigungsspannung von 200 kV. Im ersten Unterabschnitt wird eine dicke und im zweiten Unter-
abschnitt eine dünne Siliziumkante untersucht. In den weiteren Unterabschnitten werden Untersuch-
ungen bei 80 kV vorgestellt. Dabei werden in diesem Rahmen zunächst ein freistehender Aluminium-
balken und abschlieÿend die oben erwähnte dünne Siliziumkante behandelt. Bis auf die Untersuchung
des Aluminiumbalkens wurde für alle Messungen eine Objektivblende mit einem halben Önungswinkel
von 6.8 mrad verwendet.
5.3.1 Kontrastdämpfung durch Streuung an einer dicken Kante
In diesem Unterabschnitt wird die Interferenzfähigkeit von Elektronen untersucht, welche an einer
dicken Siliziumkante gestreut sind. Diese Kante wurde durch Brechen eines Silizium-Wafers hergestellt.
Zunächst werden die Ergebnisse aus Interferenzexperimenten für die ungelterten Elektronen dargelegt
und diskutiert. Anschlieÿend werden die energiegelterten Resultate vorgestellt.
Ungelterte Interferenzen
In Anlehnung an die Arbeiten [Potapov 2006, Potapov 2007] wurden Experimente durchgeführt, wel-
che zum Ziel haben, Interferenzen von Elektronen zu erzeugen, welche zwar durch Vakuum laufen, sich
aber im Einussbereich von metallischen Oberächen bewegen. Als erstes Beispiel dient eine Ober-
äche, welche durch Brechen einer auf 500 µm Dicke geschlienen Silizium-Scheibe zustande kommt.
Die Orientierung der Bruchkante im Transmissionselektronenmikroskop erfolgte möglichst parallel zum
Elektronenstrahl. Die Richtung des Biprismas verläuft orthogonal zur Objektkante, so dass nur Wellen-
züge, welche in gleichem Abstand zur Oberäche verlaufen, miteinander zur Überlagerung gebracht
werden können. Für vier verschiedene Fadenspannungen wurden entsprechende Hologramme zunächst
ohne Energielter aufgenommen. Die entsprechenden Intensitätsverteilungen sind in Abbildung 5.11
dargestellt.
Die Auswertung erfolgt nach dem oben geschilderten Verfahren. Aus dieser Analyse ergibt sich für
jeden Abstand zur Oberäche ein Kontrastwert und für jedes Interferogramm der zugehörige Über-
lagerungsabstand d. Der Kontrast bezieht sich dabei auf die Richtung parallel zur Oberäche. Die auf
ihre Maximalwerte normierten Kontrastverläufe sind in Abhängigkeit vom Abstand x zur Oberäche
für jede Fadenspannung in derselben Abbildung unter (2) aufgetragen. Es ist zu beobachten, dass der
normierte Kontrast an der Oberäche minimal ist und mit wachsender Entfernung gegen den Wert
eins läuft. Weiterhin zeigt sich, dass mit wachsendem Überlagerungsabstand die normierten Kontraste
kleiner werden und langsamer gegen den Grenzwert laufen. Dieser Befund deckt sich qualitativ mit
den Ergebnissen aus [Sonnentag 2007], die mit allerdings langsamen Elektronen, welche sich in makro-
skopischen Entfernungen zur Oberäche bewegen, gewonnen wurden. Daraus lässt sich schlieÿen, dass
5.3. EXPERIMENTELLE ERGEBNISSE 171
UF= 20 V UF= 30 V UF= 40 V UF= 50 V
1)
2)   3)                                    4)
d = 17.8 nm d = 24.1 nm d = 29.3 nm d = 34.5 nm
Silizium Vakuum
Vakuum
Abstand zur
Kante
Kontrast-
Messung
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Abbildung 5.11: (1) Interferenzmuster für verschiedene Überlagerungsweiten (Fadenspannungen) an
einer dicken Silizium-Kante. (2) Auf Maximalwerte normierte Streifenkontraste in Abhängigkeit vom
Abstand zur Kante. Die entsprechenden Interferogramme sind farblich zugeordnet. Die Überlagerungs-
weiten sind zusätzliche Resultate der nichtlinearen Anpassung des Fresnel'schen Nahfeldes. (3) Die
Extrapolation der Nebendiagonalelemente der Dichtematrix ist exemplarisch anhand der Datenpunkte
im Abstand von 2.7 nm zur Kante (gestrichelte Linie in (2), farbliche Zuordnung) durchgeführt.
Anpassungsfunktionen: Gauÿfunktion (5.8) und Butterworth-Funktion (5.9) mit n = 0.5. (4) Breiten
der Winkelverteilungen ϑB und ϑG durch Oberächenstreuung als Anpassungsparameter in Abhängig-
keit vom Abstand zur Kante (logarithmische Skala).
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die Streuung im Nahbereich der Oberäche zu Dekohärenz führt. Jedes Quadrupel von Kontrast-
werten für jeden Abstand zur Oberäche entspricht Messpunkten, welche in guter Näherung (4.65)
proportional zu verschiedenen Nebendiagonalelementen der Dichtematrix sind (4.71). Aufgrund der
Abschattung des Biprismas sind Messwerte für wesentlich kleinere Überlagerungsweiten nicht möglich
(vgl. Abb. 4.11). An dieser Stelle kann die Herstellung dünnerer Biprismen und die Positionierung sol-
cher in anderen Ebenen in der TEM-Säule einen groÿen Fortschritt bringen. Der mögliche Verlauf der
Nebendiagonalelemente in Abhängigkeit vom Relativabstand (d) kann daher nur extrapoliert werden.
Die einzige Randbedingung für diese Extrapolation ist, dass der Kontrast bei d = 0 eins sein muss.
Für die Extrapolation wurden zum Vergleich zwei Funktionen gewählt. Einmal handelt es sich um
eine Gauÿfunktion, welche sich auf die Hypothese stützt, dass die Winkelverteilung der Streuprozesse
ebenfalls gauÿförmig (siehe Gl. 4.86) und durch eine Winkelbreite ∆ϑG charakterisiert ist:
µG(d) = exp
(
−π2d2k20∆ϑ2G
)
. (5.8)
Die zweite, empirisch gewählte Funktion ist eine Butterworth-Funktion mit dem Exponenten n = 0.5:
µB(d) =
1
1 +
(
π2d2k20∆ϑ
2
B
)n , (5.9)
welche durch die charakteristische Winkelbreite ∆ϑB bestimmt ist. Diese Winkelbreiten sind nun die
Anpassungsparameter für die nichtlineare Anpassung der beiden Modellverteilungen an die experi-
mentellen Daten aus Abb. 5.11 (2) für jeden einzelnen Abstand zur Oberäche. Die Ergebnisse der
nichtlinearen Anpassungen sind in derselben Abbildung unter (4) aufgeführt. Sie zeigen, dass mit wach-
sendem Abstand die Breiten der Winkelverteilungen durch Oberächenstreuung weitgehend exponen-
tiell abnehmen (logarithmische Skala). Die Stärke der Abnahme variiert jedoch stark in Abhängigkeit
vom verwendeten Modell. Aus den Fit-Resultaten (3) ist ersichtlich, dass die Butterworthfunktion mit
n = 0.5 wesentlich besser zu den experimentellen Daten passt, als die gauÿförmige Winkelverteilung.
Damit kommt die entsprechende Winkelbreite, welche in (4) als Strich-Punkt-Kurve dargestellt ist, der
Realität näher. Daraus ist ersichtlich, dass die Winkelbreite über einen Abstand von 20 nm um etwa
1-2 Gröÿenordnungen kleiner wird. An der Oberäche liegt eine Winkelbreite von etwa 20-50 µrad vor.
Es liegt nahe, dass die gemessene Dekohärenz im Nahbereich von Oberächen mit der delokalisierten
unelastischen Wechselwirkung des Strahlelektrons im Vakuum mit dem Objekt zusammmenhängt (Gl.
5.7). Dies soll im Weiteren anhand von Kohärenzmessungen an energiegelterten Interferogrammen
studiert werden.
Energiegelterte Interferenzen
An derselben Probe wurden Serien von energiegelterten Aufnahmen mit einer Breite der Schlitzblende
von 2 eV, einer Schrittweite von 1 eV und einer Beschleunigungsspannung von 200 kV aufgezeichnet.
Der Bereich der zentralen detektierten Fläche auf der CCD-Kamera beträgt 512 × 512 Pixel. Die
Auswertung nach obigem Schema ergibt Intensität und Streifenkontrast in Abhängigkeit von Abstand
zur Kante und Energieverlust. Die Überlagerungsweite ist durch nichtlineare Anpassung des Fres-
nel'schen Nahfeldes auf einen Wert von d = 14.3 nm bestimmt. Der ermittelte Streifenkontrast kann
nun in Abhängigkeit vom Energieverlust diskutiert werden. In Abbildung 5.12 ist für vier verschiedene
5.3. EXPERIMENTELLE ERGEBNISSE 173
Energieverluste der Verlauf des Streifenkontrastes in Abhängigkeit vom Abstand x zur Kante darge-
stellt.
Abbildung 5.12: Streifenkontrast energiegelterter Interferenzmuster in Abhängigkeit vom Abstand zur
Objektkante für verschiedene Energieverluste. Breite der Schlitzblende: 2 eV, Überlagerungsabstand
d = 14.3 nm. Der Zero-Loss-Kontrast zeigt einen Abfall zu höheren Abständen hin aufgrund der
besprochenen Nicht-Isochromasie in Verbindung mit Dekohärenz an der Schlitzblende. Fehlerbalken
durch Auswertung von vier Serien.
Anhand dieser Darstellung wird deutlich, dass mit wachsendem Energieverlust der Streifenkontrast
global für alle Abstände zum Objekt kleiner wird. Weiterhin ist zu erkennen, dass für kleinere Energie-
verluste die Dekohärenz wesentlich näher an der Oberäche stattndet als bei höheren. Das Zero-Loss-
Prol zeigt einen Abfall bei höheren Abständen, was ein Indiz für den Einuss von Nicht-Isochromasie
in Verbindung mit Dekohärenz an der Schlitzblende ist (Abb. 5.9). Im Vergleich zu den ungelterten Re-
sultaten (Abb. 5.11 (2)) zeigt sich, dass der Zero-Loss im Nahbereich der Kante weitgehend konstant
ist. Daraus kann geschlussfolgert werden, dass die im Zero-Loss bendlichen Anregungen (Phono-
nen) keinen erheblichen Einuss auf die Kohärenz haben. Die energiegelterten Kontrastprole zeigen
für höhere Energieverluste ähnliche Verläufe wie in den Arbeiten von [Potapov 2006, Potapov 2007].
Sie verlaufen auch qualitativ ähnlich zu den ungelterten Prolen und suggerieren damit, dass höher-
energetische (elektronische) Anregungsprozesse im niederen Verlustbereich in Abhängigkeit von ih-
rer spektralen Gewichtung die wesentliche Ursache für die Dekohärenz von parallel zu einer Objekt-
oberäche verlaufenden Elektronen sind.
Interessant ist nun die Fragestellung, inwieweit spezielle elektronische Anregungen den Dekohärenz-
mechanismus an Oberächen beeinussen. Aufschluss über mögliche elektronische Anregungen liefert
das Energieverlustspektrum, das durch die Rekonstruktion des Zentralbandes (Intensität) ortsaufgelöst
bestimmt werden kann. Diese Information steht nach obigem Schema automatisch als Anpassungs-
parameter zur Verfügung. Für verschiedene Abstände zur Objektkante sind in Abb. 5.13 die Energie-
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verlustspektren den Kontrastspektren (Kontrastverläufe in Abhängigkeit vom Energieverlust) gegen-
übergestellt. Die Energieverlustspektren oenbaren eine ausgeprägte Resonanz bei etwa 10 eV, welche
der Oberächenplasmonenanregung an Siliziumoberächen zuzuschreiben ist. Es ist weiterhin zu beob-
achten, dass es mit wachsendem Abstand zu einer Rotverschiebung dieser Resonanz kommt. Die Stärke
der Resonanz verringert sich mit wachsendem Abstand zum Objekt. Resonanzen des Volumenplasmons
(16-17 eV) werden bei metallischen Objekten vom Vakuum aus nicht angeregt, da in diesem Fall das
elektrische Feld des vorbeilaufenden Elektrons nahezu vollständig durch das Elektronengas abgeschirmt
wird und somit nicht in das Objekt eindringen kann [Egerton 1996]. Der Streifenkontrast fällt mit Aus-
nahme der Energieverluste von 1 - 2 eV weitgehend monoton ab. Die starke Reduktion des Kontrastes
bei 1 - 2 eV Verlust ist damit zu erklären, dass der ZLP der Kante der Schlitzblende nahekommt und
somit im verstärkten Maÿ dem Elektronenstrahlensemble Dekohärenz einprägt. Der weitere Verlauf
des Streifenkontrastes zeigt zunächst keine oensichtliche Signatur durch die Oberächenplasmonen-
resonanz.
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Abbildung 5.13: (1) Energieverlustspektren der gestreuten Elektronen für verschiedene Abstände x zur
Kante. Rotverschiebung der Oberächenresonanz durch gestrichelten Pfeil kenntlich gemacht. (2) Ent-
sprechende Verläufe der Streifenkontraste (nicht normiert) in Abhängigkeit vom Energieverlust. Starke
Reduktion des Kontrastes bei 1-2 eV durch Filteraberrationen (Nicht-Isochromasie, Schlitzblende).
Zugehörigkeit ist farblich gekennzeichnet.
Die Verläufe, welche zu einem sehr nahen Abstand zur Oberäche gehören, zeigen jedoch eine wech-
selnde Krümmung im Verlustbereich des Oberächenplasmons. Zur Veranschaulichung dessen sind in
Abb. 5.14 die ersten Ableitungen der Kontrastspektren bezüglich des Energieverlusts dargestellt. Es
ist zu beobachten, dass sich ausgeprägte lokale Minima an der Oberächenresonanz in den Ableitun-
gen herausbilden. Diese Minima identizieren einen lokal maximalen Abfall des Streifenkontrastes mit
wachsendem Energieverlust. Weiterhin ist ersichtlich, dass die Stärke dieser Minima mit wachsendem
Abstand kleiner wird, so dass bei x = 9.0 nm dieser Eekt nur noch sehr schwach vorliegt. Es besteht
sogar die Tendenz, dass dieses Minimum der beobachteten Rotverschiebung des Oberächenplasmons
mit wachsendem Abstand folgt.
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1)                        x = 1.2 nm
2)                        x = 4.8 nm
3)                        x = 9.0 nm
Abbildung 5.14: Erste Ableitungen der Streifenkontraste nach den Energieverlusten für die Abstän-
de x = 1.2 nm (1, schwarz), x = 4.8 nm (2, rot) und x = 9.0 nm (3, blau) aus Abb. 5.13 (farbige
Zuordnung). Zum Vergleich sind die entsprechenden Verlustspektren eingezeichnet (grau, logarithmi-
sche Skala rechts). Die Positionen bestimmter lokaler Minima der ersten Ableitungen stimmen mit den
Lagen der Oberächenresonanzen überein.
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5.3.2 Kontrastdämpfung durch Streuung an einer dünnen Kante
Als ein weiteres Untersuchungsobjekt eignet sich eine mittels FIB6 gefertigte Kante aus Silizium, wel-
che eine p-Dotierung (Bor, 10−19 1/cm3, Phosphor-Grunddotierung 10−16 1/cm3) aufweist. Aus dem
Siliziummaterial wurde zunächst eine FIB-Lamelle hergestellt, in welche später eine Kante senkrecht
zur Lamellenoberäche geschnitten wurde7. Bei dieser Probe ist nicht davon auszugehen, dass die Ober-
äche aus reinem Silizium besteht. Vielmehr besteht Grund zur Annahme, dass die Oberäche durch
Ga-Implantation verändert wurde [Lenk 2008]. Die Dicke der geschaenen Oberäche in Strahlrichtung
beträgt schätzungsweise 400 nm und ist somit weitaus dünner als die im obigen Beispiel durch Bruch
hergestellte. Eine energiegelterte Interferogramm-Serie dieser Probe ist bereits eingangs in Abb. 5.5
dargestellt. Diese wurde mit einer Schlitzbreite von 2 eV und einer gleichgroÿen Schrittweite bei einer
Beschleunigungsspannung von 200 kV aufgenommen. In diesem Fall wurde die gesamte CCD-Fläche
unter Binning 2 verwendet. Diese Option ermöglicht es, die Signale von 2 × 2 Pixeln zu mitteln. Da-
mit verbessert sich das Signal-Rauschverhältnis, da eektiv mehr Elektronen pro numerischem Pixel
vorliegen. Da nun das gesamte CCD-Gesichtsfeld für die Aufnahmen genutzt wird, besteht allerdings
die Gefahr eines stärkeren Einusses von Nicht-Isochromasie.
Insgesamt wurden vier energiegelterte Hologramm-Serien rekonstruiert und deren Resultate gemittelt.
Die energiegelterten Streifenkontrastprole analog zu Abb. 5.12 sind in Abbildung 5.15 zusammen-
gestellt. Der Überlagerungsabstand ergibt sich aus der nichtlinearen Anpassung zu d = 17.0 nm.
Abbildung 5.15: Streifenkontrast energiegelterter Interferenzmuster in Abhängigkeit vom Abstand zur
Objektkante für verschiedene Energieverluste. Breite der Schlitzblende: 2 eV, Überlagerungsabstand
d = 17.0 nm. Der Zero-Loss-Kontrast, aber auch der 4 eV gelterte Kontrastverlauf, zeigen ausge-
prägte Abfälle zu höheren Abständen hin aufgrund der besprochenen Nicht-Isochromasie in Verbindung
mit Dekohärenz an der Schlitzblende. Fehlerbalken durch Auswertung von vier Serien.
6Engl. Focussed Ion Beam.
7Präparation: Dr. John Sandino.
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Anhand dieser Ergebnisse wird ebenfalls deutlich, dass Dekohärenz infolge der Streuung an der Kante
im Wesentlichen durch elektronische Anregungen entsteht. Dies folgt aus der weitgehenden Konstanz
des Zero-Loss-Kontrastes, während bei wachsendem Energieverlust Dekohärenz im Nahbereich der
Oberäche zunimmt. Für den Zero-Loss und den mit 4 eV gelterten Kontrastverlauf zeigt sich eine
stärkere Dämpfung zu höheren Abständen hin als in Abb. 5.12. Dies ist auf einen gröÿeren Einuss von
Nicht-Isochromasie aufgrund des hier gröÿeren Gesichtsfeldes zurückzuführen. Der beginnende Abfall
dieser Kurven dient somit als ein Maÿ für den Gültigkeitsbereich dieser Messung. In diesem Fall kann
bis zu einem Abstand von x = 10 nm zur Oberäche und ab einem Energieverlust von 4 eV von ver-
lässlichen Daten ausgegangen werden. In diesem Bereich werden nun die lokalen Verlustspektren und
Kontrastprole in Abhängigkeit vom Energieverlust untersucht. Analog zu Abb. 5.13 sind in Abb. 5.16
die entsprechenden Ergebnisse aufgeführt.
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Abbildung 5.16: (1) Energieverlustspektren der gestreuten Elektronen für verschiedene Abstände x zur
Kante. (2) Entsprechende Verläufe der Streifenkontraste (nicht normiert) in Abhängigkeit vom Energie-
verlust. Starke Reduktion des Kontrastes bei 2 eV durch Filteraberrationen (Nicht-Isochromasie,
Schlitzblende). Zugehörigkeit ist farblich und symbolisch gekennzeichnet.
Die Verlustspektren in Abhängigkeit vom Abstand zur Kante zeigen eine deutliche Oberächenplas-
monenresonanz, welche sich hier bei etwa 9 - 10 eV im Nahbereich der Oberäche bendet und mit
wachsendem Abstand eine Rotverschiebung erfährt, so dass sie in 10 nm Abstand bei etwa 8 eV
liegt. Diese Rotverschiebung, ähnlich zu denen an der dicken Kante, kann auch mit konventionellem
EELS nachgewiesen werden8. Die totale Verschiebung zu geringeren Energien ist vermutlich ein re-
lativistischer Eekt [Garcia-Molina 1985]9. Für genauere Untersuchungen dieses Befundes ist jedoch
die Energieauösung dieser Methode zu klein. Die Abhängigkeit des Streifenkontrastes vom Energie-
verlust zeichnet einen ähnlichen Verlauf wie in Abb. 5.13. Bemerkenswert ist hieran, dass sich für
gröÿere Abstände von der Kante ein lokales Maximum herausbildet, welches seine Position dabei zu
höheren Energieverlusten verschiebt. Dies kann ein Artefakt der Messung sein, da dieses Maximum
8Hier nicht gezeigt.
9Persönliches Gespräch mit Dr. Wilfried Sigle (Max-Planck-Institut Stuttgart).
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bei x = 15.4 nm (grüne Kurve) am deutlichsten ausgeprägt ist, aber die Gültigkeit dieses Verlaufs im
Sinne von Objekteigenschaften bei diesem Abstand bereits in Frage steht. Dazu werden im folgenden
Abschnitt Simulationen durchgeführt und diskutiert.
Der weitere Verlauf des Streifenkontrastes ist dem für die dickere Kante sehr ähnlich. Es zeigt sich,
dass der Abfall im Bereich des Oberächenplasmons am stärksten ausgeprägt ist. Dargestellt ist dies
in Abb. 5.17 anhand der ersten Ableitungen der Kontrastverläufe aus Abb. 5.16, welche den entspre-
chenden Energieverlustspektren gegenübergestellt sind.
Bei einem Energieverlust von etwa 10 eV bildet sich in der Ableitung des Kontrastes nach dem Energie-
verlust, ebenso wie im Fall für die dicke Kante, ein charakteristisches Minimum heraus, welches mit
wachsendem Abstand zur Oberäche schwächer wird. Die Frage, ob das Minimum auch der Rot-
verschiebung folgt, kann aufgrund der geringen Energieauösung nicht mit Sicherheit beantwortet
werden. Eine entsprechende Tendenz zeichnet sich jedoch ab. Somit kann auch anhand dieses Beispiels
geschlussfolgert werden, dass sich die Oberächenplasmonenanregung, gegenüber anderen Energie-
verlusten, in einem deutlich stärkeren Abfall im Kontrastspektrum äuÿert.
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1)                        x = 1.4 nm
2)                        x = 5.6 nm
3)                        x = 10.5 nm
Abbildung 5.17: Erste Ableitungen der Streifenkontraste nach den Energieverlusten für die Abstände
x = 1.4 nm (1, schwarz), x = 5.6 nm (2, rot) und x = 10.5 nm (3, blau) aus Abb. 5.16 (farbliche
Zuordnung). Zum Vergleich sind die entsprechenden Verlustspektren eingezeichnet (grau, logarithmi-
sche Skala rechts). Die Positionen bestimmter lokaler Minima der ersten Ableitungen stimmen mit den
Lagen der Oberächenresonanzen überein.
180 KAPITEL 5. INTERFERENZEN UNELASTISCH GESTREUTER ELEKTRONEN
5.3.3 Freistehender Aluminiumbalken bei 80 kV
Als weiteres Beispiel soll ein freistehender Aluminiumbalken untersucht werden. Dieser konnte mittels
FIB durch vorherige Platindeposition in eine dünne Aluminiumfolie geschnitten werden (Abb. 5.18).
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Abbildung 5.18: Präparation eines freistehenden Aluminiumbalkens (Dr. Petr Formánek): (1) SEM-
Bild zeigt deponierten Pt-Balken nach dem FIB-Ätzen. (2) FIB-Abbildung (Draufsicht), weiÿes Recht-
eck zeigt den später untersuchten Ausschnitt. (3) Zero-Loss-Aufnahme des weiÿen Ausschnittes,
graue Quadrate lokalisieren die Stellen, an denen Interferogramme ausgewertet werden. (4) Plasmonen-
verlustbild (15 eV) zeigt deutlich den Aluminiumbereich. Der dunkle obere Bereich kommt durch nicht
geätzte Pt-Rückstände zustande.
Die Motivation für die Herstellung einer solchen Probe war durch die Frage gegeben, ob ein Metall
zwischen zwei frei propagierenden Elektronentrajektorien einen Einuss auf die Kohärenz dieser zuein-
ander hat. Überlegungen dazu sind in der Literatur zur Genüge zu nden: Für Licht konnten bereits
interessante Eekte gefunden werden, die darauf beruhen, dass durch induzierte Oberächenplasmonen
die rechts- und linksseitig verlaufenden Wellenfelder korreliert werden, was sich in einer Modulation der
räumlichen Kohärenz im aufgezeichneten Interferenzmuster zeigt [Schouten 2005, Gan 2007]. Bei ge-
ladenen Teilchen treten noch Dekohärenzeekte auf, die durch die Kopplung an Vakuumuktuationen
des elektromagnetischen Feldes bedingt sind [Ford 1993]. Vermutlich sollten diese ebenfalls moduliert
werden, wenn sich zwischen den Trajektorien Materie bendet. Die fabrizierte minimale Balkenbreite
liegt bei etwa 80 nm. Die Überlagerungsweite muss dabei mindestens genauso groÿ sein, damit die
beiden frei propagierenden Trajektorien zur Überlagerung gebracht werden können. Dies konnte in
Verbindung mit dem Energielter nicht realisiert werden.
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Dieser Balken eignet sich jedoch als ein weiteres interessantes Objekt für die in den vorherigen Unter-
abschnitten durchgeführten Experimente. Wie aus Abbildung 5.18 zu entnehmen ist, ist der Alu-
miniumbalken in seiner Zusammensetzung nicht homogen, sondern zeigt im oberen Bereich deutli-
che Pt-Rückstände. Das begründet die Annahme, dass die entsprechenden Oberächen verschiedene
elektronische Anregungen aufweisen können. Damit ist diese Probe für einen qualitativen Vergleich
verschiedener Oberächen unter den identischen Abbildungsbedingungen interessant. Zur Vergröÿe-
rung des unelastischen Streuquerschnitts wurde für dieses Beispiel eine Beschleunigungsspannung von
80 kV gewählt [Egerton 1996]. Es ist nämlich weiterhin davon auszugehen, dass derartige präparativ
bedingte Rückstände diverse Oberächenanregungen stark dämpfen. Weiterhin geht die Absenkung der
Elektronenstrahlenergie unmittelbar mit einer Verkleinerung der Coulombdelokalisierung einher (Abb.
4.5), welche zu einer Reduktion des kohärenten Bereichs und damit zu einer Erhöhung des relativen
Rauscheinusses bei der Bestimmung des lokalen Streifenkontrastes führt. Dem kann durch Heraus-
fahren der Objektivblende aus dem Strahlengang und damit durch Erhöhung der Gesamtintensität
entgegengewirkt werden, was jedoch, wie im Weiteren gezeigt wird, zu Artefakten führen kann. Wei-
terhin wurde nur der zentrale Bereich der CCD-Kamera mit 512 × 512 Pixeln unter Binning 2
verwendet, was zum einen zu einer Verringerung des nicht-isochromatischen Einusses und zum ande-
ren zur Verbesserung des Signals führt.
Für den Bereich oberhalb des Balkens (Abb. 5.18 (3)) wurden 5 Serien und für den Bereich unterhalb
8 Hologramm-Serien jeweils von -2 eV bis 17 eV mit einer Schlitzbreite von 1 eV aufgezeichnet. Durch
Auswertung der Resultate nach bekanntem Schema ergeben sich die in Abbildung 5.19 zusammen-
getragenen Ergebnisse. Auf der linken Seite sind die Ergebnisse oberhalb und auf der rechten die
unterhalb des Balkens dargestellt. Die ZL-Interferenzmuster zeigen erhebliche Verzeichnungen, welche
durch nicht-optimale Funktion des Energielters bei 80 kV bedingt sind (1a und 1b). Weiterhin führt
die Schlitzblende zu willkürlichen lokalen Kontrastdämpfungen, die auf dort bendliche lokale Auf-
ladungen zurückzuführen sind. In den Energieverlustspektren zeigt sich ein wesentlicher Unterschied.
Für den Bereich unterhalb des Balkens (2b) ist eine Resonanz bei 7 eV ersichtlich, welche oenbar
im Oberächenbereich lokalisiert ist. Oberhalb des Balkens kann keine derartige Resonanz beobachtet
werden. Weiterhin sind Volumenplasmonenresonanzen von Aluminium bei 15 eV in beiden Fällen zu
erkennen. Diese sollten eigentlich nicht vom Vakuum aus angeregt werden. Sie kommen vielmehr durch
elastisch am kristallinen Aluminium gebeugte Strahlen zustande, welche u.a. durch Abbildungsfehler
der Objektivlinse in den Vakuumbereich abgebildet werden und dort ein entsprechendes Signal im
Energieverlustspektrum verursachen.
Der Streifenkontrast nimmt mit wachsendem Energieverlust und mit kleiner werdendem Abstand zur
Oberäche erwartungsgemäÿ ab [Potapov 2006], wie es die Kurvenverläufe in Abb. 5.19 (1c) und (2c)
vor Augen führen. Es zeigt sich, dass der Streifenkontrast oberhalb der Probe wesentlich schneller ab-
fällt als unterhalb der Kante. Weiterhin besteht unterhalb der Kante (2c) die Tendenz, dass sich mit
wachsendem Abstand systematisch ein lokales Maximum herausbildet, welches sich dabei zu höheren
Energien verschiebt. Dies kann für die Messungen oberhalb der Probe nicht festgestellt werden. Die
Ableitungen der Kontrastprole ergeben ebenfalls verschiedene Aussagen. Obwohl das Rauschen relativ
hoch ist, lässt sich unterhalb der Probe ein Minimum der Ableitung erkennen (2d), welches in der Nähe
der beobachteten 7 eV Resonanz liegt. Oberhalb des Balkens (1d) lässt sich kein systematisches Mini-
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Abbildung 5.19: Experimentelle Ergebnisse zu den Interferenzexperimenten am FIB-präparierten Alu-
miniumbalken. (a) Zero-Loss-gelterte Interferenzen (1) oberhalb und (2) unterhalb des Balkens. Der
nichtlinear angepasste mittlere Überlagerungsabstand beträgt d = 23.5 nm. (b) Energieverlustspektren
für verschiedene Abstände von der Oberäche: x = 1.8 nm (schwarz), x = 5.4 nm (rot), x = 9.0 nm
(blau). (c) Streifenkontraste in Abhängigkeit vom Energieverlust und Abstand zur Kante. (d) Entspre-
chende Ableitungen der Kontrastverläufe nach dem Energieverlust.
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mum ausmachen. Es handelt sich ab etwa 5 eV vielmehr um einen grob monoton wachsenden Verlauf.
Für einen Überlagerungsabstand von d = 23.5 nm bei 80 kV können für das Volumenplasmon (15 eV)
keine derartigen Aussagen getroen werden, da der Kohärenzbereich der Volumenplasmonenanregung
in diesen Messungen relativ weit überschritten ist.
C
C
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Al
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Abbildung 5.20: Energieverlustspektren in Abhängigkeit von verschiedenen Positionen; hier mit
Objektivblende. Links: Verlustspektren im Vakuum, oberhalb und unterhalb des Balkens. Mitte: 15 eV
gelterte Abbildung des Balkens wie in Abb. 5.18, jedoch mit Objektivblende. Rechts: Verlustspektren
innerhalb des Balkens. Die 7 eV-Resonanz tritt nur im unteren Teil des Balkens gepaart mit einer 24 eV
Resonanz auf. Diese Paarung deutet auf eine Art graphitisierten Kohlenstos hin [Egerton 1996].
Die 7 eV Resonanz scheint oenbar ähnliche Eigenschaften aufzuweisen wie das Oberächenplasmon
im Silizium. Nun drängt sich die Frage nach dem Ursprung dieser Resonanz auf. In ersten Inter-
pretationsversuchen wurde angenommen, dass es sich aufgrund der Lokalisierung um ein Oberächen-
plasmon von Aluminium handelt, welches nun durch die geätzte Form der Probe von den erwarteten
10.6 eV abweicht [Röder 2011]. Weitere detailliertere Untersuchungen der Probenzusammensetzung
ergeben ein dierenzierteres Bild. Ortsaufgelöste Energieverlustspektren, welche in Abb. 5.20 darge-
stellt sind, geben einen hilfreichen Aufschluss über die chemische Zusammensetzung des Balkens. Um
Delokalisierungseekte in der Abbildung durch elastische Streuung an kristallinen Bereichen zu ver-
meiden, wurde hier standardmäÿig mit der kleinsten Kontrastblende gearbeitet. Es zeigt sich, dass
im Vakuum beidseitig keine spezischen Anregungen vorliegen. Das zeigt, dass keine Aluminium-
Oberächenplasmonen vorliegen. Vielmehr wird oenkundig, dass im dunklen Bereich an der unte-
ren Kante die 7 eV Anregung gepaart mit einer 24 eV Anregung auftritt. Dies lässt auf Kohlensto
schlieÿen, welcher lokal über einen lateralen Bereich von etwa 10 nm graphitisiert ist [Egerton 1996]10.
Das Auftreten dieser Resonanz im Dunkelfeld ist auf Mehrfachstreuung am kristallinen Gitter zurück-
zuführen. Über den Balken hinweg zeigen sich die denierten Volumenplasmonenanregungen, welche
sich hier scharf zum Vakuum abgrenzen. Im dunklen Bereich des oberen Teils sind ebenfalls Indizien
für Kohlensto zu nden. Allerdings sind hier keine Anzeichen für eine Graphitisierung zu nden. Die
Ursache für den Kohlensto liegt in der Deposition von Platin mittels organischen Precursern.
10Die Anregungsenergien von reinem Graphit liegen bei 7 eV und 27 eV; amorpher Kohlensto zeigt nur eine Resonanz
bei 24 eV [Egerton 1996]. Eine Mischung aus Graphit und amorphem Kohlensto ist somit naheliegend für die Ursache
der gemessenen Anregungsenergien.
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Es kann geschlussfolgert werden, dass sich die Anregung des π-Plasmons im graphitisierten Kohlen-
sto in ähnlicher Weise auf die Kohärenz von unelastisch gestreuten Elektronen auswirkt wie das
Oberächenplasmon im Silizium: Auch in diesem Fall stimmt die Lage des lokalen Minimums der ersten
Ableitung des Kohärenzspektrums mit der Position der π-Plasmonenanregung im Rahmen der Mess-
genauigkeit überein (Abb. 5.19). Aufgrund der strukturell gegebenen Lokalisierung dieser Anregung
über einen Bereich von 10 nm kann von einer Oberächenanregung gesprochen werden. Interessant
ist die Frage, ob die Anisotropie dieser Anregung [Diebold 1988] einen Einuss auf die gemessenen
Kohärenzeigenschaften hat. Weitere Untersuchungen an einer massiven Graphitprobe sind hierfür in
Planung.
5.3.4 Dünne Siliziumkante bei 80 kV
Abschlieÿend sollen noch die Ergebnisse der FIB-präparierten Siliziumprobe bei 80 kV Beschleunigungs-
spannung vorgestellt werden. Die energiegelterte Serie wurde mit einer Schlitzbreite von 2 eV und
einer Schrittweite von 2 eV unter Verwendung der kleinsten Objektivblende (6.8 mrad) gewonnen. Die
Mittelung erfolgt über 4 Serien. Der berechnete Überlagerungsabstand beträgt d = 16.4 nm. Die Re-
sultate sind in der gewohnten Form in Abbildung 5.21 zu nden. In den Energieverlustspektren sind
die Oberächenplasmonenresonanzen bei 10 eV bei Abwesenheit der Volumenplasmonen (16 eV) deut-
lich zu erkennen. Eine Rotverschiebung mit wachsendem Abstand wie bei 200 kV ist jedoch nicht zu
erkennen. Der Streifenkontrast zeigt in Abhängigkeit vom Energieverlust qualitativ den aus Abb. 5.16
bekannten Verlauf. Mit wachsendem Energieverlust und mit sinkendem Abstand zur Oberäche nimmt
dieser ab. Die Ableitung des Streifenkontrastspektrums nach dem Energieverlust zeigt ein schwaches
Minimum bei etwa 10 eV, was mit dem Energieverlust durch die Oberächenplasmonenanregung kor-
reliert. Bis auf die hier nicht beobachtete Rotverschiebung stimmen die Resultate der 80 kV-Messungen
mit denen bei 200 kV (Abschn. 5.3.2) qualitativ überein.
EELS Streifenkontrast µ Ableitung von µ1)    2)                                            3) 
Abbildung 5.21: Auswertung der Interferenzmuster der FIB-präparierten Siliziumprobe bei 80 kV
Beschleunigungsspannung. (1) Energieverlustspektren in Abhängigkeit von den Abständen x = 1.6 nm
(schwarz), x = 5.7 nm (rot), x = 9.8 nm (blau). (2) Streifenkontrast in Abhängigkeit vom Energieverlust
für diese Abstände. (3) Ableitung des Streifenkontrastverlaufs nach dem Energieverlust (farbliche und
symbolische Zuordnung).
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5.4 Interpretation und Simulation
Im vorangegangenen Abschnitt wurden zahlreiche Ergebnisse von Kohärenzmessungen an Elektro-
nen, welche parallel zu Oberächen im Vakuum verlaufen und infolge der Coulombwechselwirkung
an ihnen streuen, vorgestellt. Die Ergebnisse suggerieren mögliche Korrelationen zu charakteristischen
Oberächenanregungen. Wie sich im Weiteren herausstellen wird, bedarf es einer sorgfältigen Berück-
sichtigung aller wesentlichen Eekte sowohl seitens des Objekts als auch seitens des Mikroskops ein-
schlieÿlich Energielter, um die Ergebnisse richtig zu interpretieren. Daraus ergibt sich die Gliederung
des letzten Abschnitts dieses Kapitels.
5.4.1 Modellierung der Wechselwirkung mit dem Objekt
In diesem Unterabschnitt steht die Modellierung der Wechselwirkung zwischen einer Oberäche und
einem Elektron, welches sich im Vakuum parallel dazu bewegt, im Vordergrund. Vereinfachend soll
angenommen werden, dass diese Oberäche unendlich ausgedehnt ist. Bezüglich der Wechselwirkung
werden zwei verschiedene Modelle diskutiert. Das erste beruht auf dem Fluktuations-Dissipations-
Theorem (FDT) und das zweite behandelt Dipolanregungen im Objekt, welche über die dynamisch
abgeschirmte Wechselwirkung induziert werden.
Fluktuations-Dissipations-Theorem (FDT)
Ein naheliegender Ansatz besteht in der Modellierung des MDFF für eine derartige Oberäche anhand
der Response-Funktionen. Das Fluktuations-Dissipations-Theorem stellt nun einen Zusammenhang
zwischen diesen Response-Funktionen und den Dichte-Dichte-Korrelationen im Elektronengas des Ob-
jektes her. Die Ausführungen in Kap. 4 zeigen, dass sich der Imaginärteil des dynamisch abgeschirmten
Potenzials als die bestimmende Gröÿe für die reduzierte Dichtematrix der gestreuten Elektronen im
Rahmen der ersten Born'schen Näherung erweist11. Nach Gl. 4.34 ergibt sich die Dichtematrix durch:
ρ(~q, ~q ′, E) =
iε0~Ω
2πe2(1− e−βE)
(
Vs( ~Q, ~Q
′, E)− V ∗s ( ~Q′, ~Q,E)
)
. (5.10)
Für eine unendlich ausgedehnte Ebene ndet sich unter Verwendung des Spiegelladungskonzepts ein
analytischer Ausdruck für die Potenzialverteilung, welche sich einstellt, wenn sich ein Elektron in der
Nähe dieser Ebene bendet [Bechstedt 1983, Abajo 2010]. Die Symmetrie der unendlich ausgedehnten
Ebene lässt es zu, dass die Richtung parallel zur Oberäche homogen ist, so dass die Dichtematrix in
Fourierdarstellung in dieser Richtung diagonal sein muss. Dies führt zu der üblichen Darstellung mit
q‖ als betragsmäÿigen Impulsübertrag parallel zur Oberäche (q‖ =
√
q2y + q
2
E , (4.24)) und x, x
′ als die
verbleibenden Richtungen im Ortsraum, welche senkrecht zur Oberäche verlaufen. Unter der Annah-
me, dass diese Ebene zwei Medien mit unterschiedlicher Dielektrizitätskonstante (ε1, ε2) voneinander
trennt, ergibt sich die folgende Potenzialverteilung am Ort x, wenn sich ein Elektron am Ort x′ auf
der Koordinatenachse bendet:
11Es handelt sich um einen Imaginärteil im verallgemeinerten Sinne, da zusätzlich zur komplexen Konjugation auch
noch die Vektoren ~Q und ~Q ′ miteinander vertauscht werden.
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Abbildung 5.22: Einfaches Modell zur Beschreibung der Antwort einer unendlich ausgedehnten pla-
naren Oberäche auf ein externes elektrisches Feld beispielsweise durch ein Elektron. Für alle Orte
mit x < 0 wird eine bestimmte dielektrische Funktion angenommen. Für alle anderen Orte ist diese
Funktion konstant.
Vs(x, x
′, q‖, E) =
2π
q‖

1
ε1
(
e−q‖|x−x
′| + ε1−ε2ε1+ε2 e
−q‖(x+x′)
)
für x, x′ < 0
1
ε2
(
e−q‖|x−x
′| − ε1−ε2ε1+ε2 e
q‖(x+x
′)
)
für x, x′ > 0
2
ε1+ε2
e−q‖(|x|+|x
′|) andernfalls.
(5.11)
Für die vorliegende Konvention (Abb. 5.22) gilt ε2 = 1. Weiterhin wird angenommen, dass ε1 durch die
dielektrische Funktion ε(ω) des Objektes beschrieben wird, welche unabhängig vom Impulsübertrag
der Anregung ist (dispersionsfreier Fall) und nur vom Energieübertrag ~ω abhängt. Der Realteil der
komplexen dielektrischen Funktion beschreibt die Streuung und der Imaginärteil die Dissipation. Für
ein metallisches Material kann in erster Näherung das Drude-Modell für ein gedämpft schwingendes
Elektronengas angewandt werden:
ε1 = ε(ω) = 1−
ω2P
ω(ω + iΓ)
, (5.12)
welches durch eine Plasmafrequenz ωP und eine Dämpfungskonstante Γ parametrisiert ist [Abajo 2010].
Für eine endliche Dispersion ist dieses einfache Einsetzen nicht mehr möglich; dafür müssen kompli-
ziertere Wege eingeschlagen werden [Bechstedt 1983]. Die einfache Annahme erlaubt jedoch bereits,
wesentliche Eigenschaften von gestreuten Elektronen, welche sich parallel zu einer Oberäche bewegen,
zu beschreiben. Durch Einsetzen des Drude-Modells in den Ausdruck für das Spiegelladungspotenzial
und durch weiteres Einsetzen dessen in das Fluktuations-Dissipations-Theorem ergibt sich die Dichte-
5.4. INTERPRETATION UND SIMULATION 187
matrix der einfach gestreuten, nichtrelativistischen Elektronen. Da die Kohärenz in paralleler Richtung
zur Oberäche gemessen wird, genügt es, für die Simulation die Diagonalelemente in x-Richtung zu be-
trachten. Weiterhin ist die Impulskomponente in Strahlrichtung durch den charakteristischen Impuls-
übertrag gegeben, so dass nur noch zwei Parameter verbleiben. Die inverse Fouriertransformation
parallel zur Oberäche ergibt aufgrund der Homogenität direkt die Abhängigkeit der Nebendiagonal-
elemente von der Überlagerungsweite d.
Modell der abgeschirmten Dipole (AD)
Das bisher betrachtete Modell, basierend auf dem dynamisch abgeschirmten Potenzial und dem Fluk-
tuations-Dissipations-Therorem, liefert bereits gute Ergebnisse hinsichtlich der Diagonalelemente: Die
Volumen- und Oberächenplasmonen werden zu den erwarteten Energien angeregt (siehe Abb. 5.24)
und sind auch räumlich entsprechend der Erfahrung lokalisiert. Allerdings zeigen die Nebendiagonal-
elemente einen wesentlich schwächer ausgeprägten Verlauf als im Experiment beobachtet (Abb. 5.11
(2)). Dies kann neben den bisher andiskutierten Einussfaktoren aufgrund der Instrumentierung auch
daran liegen, dass das Modell die Reduktion von Kohärenz aus der reinen Dissipation schöpft. An-
hand einfacher Modellrechnungen ist jedoch klar geworden, dass es mitunter zu einem erheblichen
Unterschied zwischen den dissipationsbedingten Relaxationszeiten und den eigentlichen Dekohärenz-
zeiten kommt, welche in der Regel viel kürzer sind [Caldeira 1985]. Folglich muss eine Modellierung,
die allein auf dem dissipativen Anteil der dielektrischen Funktion basiert, Dekohärenz nicht unbe-
dingt erschöpfend beschreiben. Aus diesem Grund soll an dieser Stelle der Versuch unternommen
werden, unter Beibehaltung der spektroskopischen Eigenschaften aus dem FDT-Ansatz einen weiteren
Dekohärenzmechanismus zu implementieren. Der soll darin bestehen, dass in jedem Punkt des Objek-
tes ein Dipolübergang (Gl. 4.28), welcher durch Verschränkung mit dem Strahlelektron als empirische
Ursache für Dekohärenz neben der reinen Dissipation in Frage kommen kann, angeregt wird. Diese
Anregung ndet durch Wechselwirkung mit dem nicht-lokalen Coulombfeld des Strahlelektrons statt,
wie es in [Schattschneider 2005] dargelegt ist. Allerdings bleiben dabei die Oberächenanregungen, wel-
che zur Abschirmung des äuÿeren Potenzials führen, auÿer Acht. Diese werden in dieser Arbeit durch
Ersetzung des reinen Coulombpotenzials mit dem dynamisch abgeschirmten Potenzial als Wechsel-
wirkungspotenzial berücksichtigt. Formal ergibt sich somit in Erweiterung von Gl. 4.25:
ρ(~r, ~r ′, E) =
∫
Vs(x, x
′′, q‖, E)S(x
′′, q‖, x
′′′, q′‖)V
∗
s (x
′, x′′′, q′‖, E)e
2πi(qyy−q′yy′)dqydq
′
ydx
′′dx′′′. (5.13)
Diese Formel bedarf einer Erklärung: Die Richtung parallel zur Oberäche bleibt weiterhin homo-
gen, d.h. die Faltungsoperation kann in dieser Richtung weiterhin durchgeführt werden, so wie es
in der Gleichung vermöge des Faltungssatzes geschieht. In der Richtung senkrecht zur Oberäche
liegt ein anderer Fall vor. Hier hängt das dynamisch abgeschirmte Potenzial nicht mehr allein von
der Dierenz beider Koordinaten ab. Das hat zur Konsequenz, dass für jedes Paar x und x′ unter-
schiedliche Wechselwirkungspotenziale in die Rechnung eingehen. Das kann nicht mehr durch eine
Faltung beschrieben werden12. Die Parallelkomponente des Impulsübertrages ist wieder als Betrag in
12Ähnlich verhält es sich z.B. mit nicht-isoplanatischen Aberrationen.
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der y-z-Ebene (q‖ =
√
q2y + q
2
E) zu verstehen. Der MDFF, welcher hier in gemischter Orts- und Fourier-
darstellung notiert ist, beinhaltet nun Dipolanregungen, welche an jedem Punkt im Objekt stattnden.
Dieser ergibt sich somit aus dem MDFF für eine Anregung durch:
S( ~Q, ~Q ′, E) =
∫
Objekt
SDip( ~Q, ~Q
′, E)e2πi(
~Q− ~Q ′)~RdR3. (5.14)
Analog zu den Betrachtungen in [Schattschneider 2005] wird der MDFF für eine einzelne Dipolanregung
(SDip( ~Q, ~Q′, E)) gewählt. Aufgrund der Inhomogenität durch die Oberäche ist es weiterhin denkbar,
dass das Elektronengas in der Richtung senkrecht zur Oberäche stärker korreliert ist als im homo-
genen Fall. Ein höheres Maÿ an Korrelation im Ortsraum führt zu einer stärkeren Lokalisierung im
Fourierraum. D.h. der MDFF müsste folglich für Impulsüberträge in x-Richtung steiler abfallen als für
die parallel zur Oberäche verlaufenden. Um diesen Eekt in einer empirischen Modellierung zu be-
rücksichtigen, erhält im Rahmen dieses Modells der MDFF für die Abhängigkeit des Impulsübertrags
in der Richtung senkrecht zur Oberäche eine gauÿförmige Dämpfung:
SDip( ~Q, ~Q
′, E) ∼
(
qxq
′
x + qyq
′
y + q
2
E
)︸ ︷︷ ︸
Dipolnäherung
·e−α(q2x+q′2x ). (5.15)
Der Parameter α bestimmt die Dämpfung der Winkelverteilung der Anregung in senkrechter Richtung
und erweitert somit den Korrelationsbereich im Ortsraum. Diese Modikation ist zwar empirisch; sie
entspricht aber tendenziell der Tatsache, dass die Winkelverteilung der gestreuten Elektronen an Ober-
ächenplasmonen steiler abfällt als an Volumenplasmonen [Egerton 1996].
Für eine unendlich ausgedehnte planare Oberäche, welche sich bei x = 0 bendet und für negative
Werte das massive Objekt darstellt, ndet sich schlussendlich der MDFF durch:
S( ~Q, ~Q′, E) ∼
(
qxq
′
x + q
2
y + q
2
E
)
e−α(q
2
x+q
′2
x )δ(qy − q′y)
∫ 0
−∞
e2πi(qx−q
′
x)xdx. (5.16)
Aus Symmetriegründen, welche sich aus der Ebene und der Orientierung des Biprismas ergeben, redu-
ziert sich der MDFF auf drei Dimensionen im Fourierraum, was die Rechnungen erheblich vereinfacht.
Dieser MDFF beschreibt empirisch die Dipolanregungen in der Nähe einer Oberäche. Die Wechsel-
wirkung wird über das dynamische abgeschirmte Potenzial vermittelt (5.11). Daher wird dieses Modell
als Modell der abgeschirmten Dipole (AD) bezeichnet.
Resultate durch rein unelastische Wechselwirkung
In Abbildung 5.23 sind für das Modell mittels Fluktuations-Dissipations-Theorems (FDT) und für das
Modell der abgeschirmten Dipole (AD) sowohl die Energieverlust- als auch die Köhärenzspektren für
die Abstände x = 1 nm, x = 5 nm und x = 10 nm von der Oberäche dargestellt. Für die abgeschirmten
Dipole wurden verschiedene Werte für den Korrelationsparameter α untersucht. Die Kohärenzspektren
gelten jeweils für einen Überlagerungsabstand von d = 20 nm. Die Energieverlustspektren sind durch
ihr jeweiliges Integral normiert.
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Abbildung 5.23: Berechnete Energieverlustspektren (links) und Kohärenzspektren (rechts) für die
Modelle: Fluktuations-Dissipations-Theorem (FDT) und abgeschirmte Dipole (AD). Für die AD sind
die Spektren für verschiedene Werte für den Korrelationsparameter α berechnet. Auswertung erfolgt für
verschiedene Abstände zur Kante: (1) x= 1 nm, (2) x= 5 nm und (3) x= 10 nm. Berechnungsgrundlage
für das dynamische abgeschirmte Potenzial (5.11) ist das Drudemodell (5.12) mit den Parametern ~ωP
= 16.5 eV und ~Γ = 2.1 eV für die dielektrische Funktion von Silizium.
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Es ist zu erkennen, dass sich hinsichtlich der Lage der Oberächenplasmonen keine wesentliche Ände-
rung ergibt, weder für die verschiedenen Korrelationsparameter noch für verschiedene Abstände zur
Oberäche. Da die experimentell gefundene Rotverschiebung im Rahmen einer nichtrelativistischen
Theorie nicht erklärt werden kann, ist es naheliegend, dass es sich um einen relativistischen Eekt
handelt. Zum einen sind ähnliche Phänomene an Si/SiO2-Grenzschichten gemessen [Moreau 1997] und
mittels relativistischer Gleichungen nach [Garcia-Molina 1985] erklärt worden. Zum anderen zeigen die
Messungen mit 80 kV, dass dieser Eekt für langsamere Elektronen oenbar verschwindet. Aus den
Gleichungen von [Garcia-Molina 1985] folgt diese Rotverschiebung für eine reine Siliziumoberäche
jedoch nicht13. Dies legt wiederum nahe, dass womöglich relativistische Eekte in Verbindung mit
Oxidschichten und/oder mit der Dispersion des Elektronengases im Objekt, welche in allen genannten
Betrachtungen stets vernachlässigt wurde, als Ursache für die Rotverschiebung der Oberächenresonanz
in Frage kommen. Bei Nano-Teilchen sind oft verschiedene Anregungsmoden die Ursache für ähnliche
Eekte, wobei die niederenergetischen Moden eine gröÿere Anregungsreichweite haben und daher mit
wachsendem Abstand zu Rotverschiebungen führen [Achèche 1986]. Dies ist jedoch ein nichtrelativis-
tischer Eekt und tritt nur bei Teilchen auf.
In den Kohärenzspektren zeigen sich im Gegensatz zu den Energieverlustspektren modellabhängig
erhebliche Abweichungen. Während sich für die Resultate aus dem FDT und aus dem Modell der
abgeschirmten Dipole mit α = 0 ein monotoner Abfall des Kohärenzgrades mit wachsendem Energie-
verlust herauskristallisiert, kommt es für endliche Werte von α zur Herausbildung von Maxima in
den Kohärenzspektren. Diese sind umso ausgeprägter, je gröÿer dieser Parameter wird. Weiterhin ist
zu erkennen, dass diese Maxima für kleine α mit wachsendem Abstand zu kleineren Energien laufen,
während sie sich für gröÿere Werte zu gröÿeren Energien verschieben. Für alle Kohärenzspektren gilt
jedoch, dass mit wachsendem Abstand zur Oberäche die Kohärenz zunimmt.
Interessanterweise zeigt sich keine Korrelation zwischen der Signatur des Oberächenplasmons im EELS
und den Maxima im Kohärenzspektrum. Diese Maxima liegen, wie im Experiment gemessen, zu nied-
rigeren Energien hin verschoben. Dies suggeriert zunächst gute qualitative Übereinstimmung mit den
experimentellen Daten (v.a. für α = 25 nm). Ein direkter Vergleich mit dem Experiment ist an dieser
Stelle jedoch mit Vorsicht zu genieÿen, da Einüsse der Zero-Loss-Elektronen sowie der endlichen
primären Energiebreite des Elektronenstrahls und die bereits angesprochenen Filteraberrationen noch
nicht berücksichtigt sind. Diese Einüsse werden in den nächsten Unterabschnitten untersucht.
5.4.2 Berücksichtigung der Zero-Loss-Elektronen und der endlichen primären
Energiebreite
Das bisher betrachtete Konzept erlaubt die Modellierung der Dichtematrix für einen endlichen Energie-
verlust. Der elastische Grenzfall muss für eine korrekte Beschreibung der spektralen Eigenschaften ein-
gefügt werden, da es infolge der endlichen Energiebreite zu einer Vermischung von elastischem und
unelastischem Signal kommt, was sich auch auf den Kohärenzgrad in Abhängigkeit vom Energieverlust
auswirkt [Potapov 2006, Verbeeck 2008]. Anhand des Energieverlustspektrums im Volumen kann mit-
tels einer als bekannt vorausgesetzten mittleren freien Weglänge λ die entsprechende Intensitäts-
13Die für diese Argumentation notwendigen Berechnungen wurden von Dr. Wilfried Sigle (MPI Stuttgart) angestellt.
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verteilung im Eingangskanal I0 festgelegt werden. Diese ergibt sich nach Integration der Intensitäts-
verteilung (d = 0) über alle Energieverluste im Volumen durch:
I0 =
1
1− e−t/λ
∫ ∞
+0
ρ(xB, d = 0, E)dE. (5.17)
Die Gröÿe xB bezeichnet den Ort, an welchem im Objekt die Oberächeneinüsse keine Rolle mehr
spielen und nur noch Volumeneekte das Energieverlustspektrum bestimmen. Die untere Grenze ist mit
+0 bezeichnet und symbolisiert den kleinstmöglichen Energieverlust ohne den elastischen Grenzfall.
Die Integration umfasst somit nur die rein unelastisch gestreuten Elektronen. Unter der Annahme
einer homogenen Ausleuchtung des Objekts kann nun das Zero-Loss-Signal in Abhängigkeit von der
Position relativ zur Objektkante aus Gründen der Erhaltung der Gesamtintensität berechnet werden:
ρ(x, d = 0, E = 0) = I0 −
∫ ∞
+0
ρ(x, d = 0, E)dE. (5.18)
Mit dieser Form sind die Diagonalelemente des Zero-Loss bestimmt, unter der Annahme, dass elas-
tische Streuung die Gesamtintensität im Objekt nicht ändert14. Die Modellierung der Nebendiagonal-
elemente erfordert hingegen eine weitere Annahme über die Kohärenz bei verschwindendem Energie-
übertrag. Es soll im Folgenden davon ausgegangen werden, dass Dekohärenz durch elastische Streuung15
und uktuierende Auadungen keine Rolle spielen und dass sich die partielle Kohärenz der Beleuchtung
im Sinne von Gl. 4.71 von der objektmodulierten trennen lässt. Unter der Annahme idealer Kohärenz
bei E = 0 lässt sich das oben für die Diagonalelemente gewonnene Resultat auf die Nebendiagonal-
elemente übertragen:
ρ(x, d,E = 0) = ρ(x, d = 0, E = 0). (5.19)
Eekte durch elastische Streuung werden in diesem Modell nicht betrachtet. Die Energieauösung
des experimentell bestimmbaren Energieverlustspektrums ist prinzipiell durch die primäre Energie-
verteilung PSFE(E) im Elektronenstrahlensemble limitiert:
ρexp(x, d,E) = PSFE(E)⊗ ρ(x, d,E). (5.20)
Dieses Modell beschreibt qualitativ die in Abb. 5.11 gemessene Kontrastreduzierung in den ungelterten
Hologrammen aufgrund von unelastischer Streuung des Elektronenstrahls am Objekt. Die benötigte
dielektrische Funktion für dotiertes Silizium ist unter Verwendung des Drudemodells durch die Werte
~ωP = 16.5 eV und ~Γ = 2.1 eV gegeben. Die Energiebreite ist weiterhin durch eine Gauÿfunktion mit
der Halbwertsbreite von 1 eV modelliert. Das Ergebnis dieser Berechnung ist vom Ort (x) senkrecht zur
Oberäche, der Überlagerungsweite (d) parallel zur Oberäche und vom Energieverlust (E) abhängig.
In Abbildung 5.24 sind bestimmte Schnitte und Projektionen dieser simulierten Daten dargestellt.
Unter (1) sind die Energieverlustspektren (d = 0) in Abhängigkeit von der Position der Elektronen-
trajektorie als Oberächenplot aufgetragen. Negative Positionswerte entsprechen Orten im Objekt
14Diese Annahme ist natürlich in der Regel verletzt, aber es geht hier um das phänomenologische Verständnis über den
Einuss des ZL-Peaks auf die Kohärenz in der energiegelterten Abbildung. Da elastische Streuung in erster Näherung
Kohärenz nicht reduziert, muss sie in dieser Untersuchung nicht berücksichtigt werden.
15Dekohärenz durch zeitliche Integration über Fluktuationen im Objekt (thermische Bewegung der Atome, uktuie-
rende Auadungsfelder).
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Abbildung 5.24: Berechnete Energieverlustspektren und Kohärenzgrade für die Streuung an einer
Siliziumoberäche: ~ωP = 16.5 eV, ~Γ = 2.1 eV, t/λ = 2. (1) Oberächenplot der Energieverlust-
spektren in Abhängigkeit von der Position (x) relativ zur Kante (gestrichelte Linie); positive x-Werte:
Vakuum, negative x-Werte: Silizium. (2) Energieverlustspektren in Abhängigkeit von der Position
(gestrichelte Kurven für Positionen im Objekt), ein Oberächenplasmon entsteht erwartungsgemäÿ
bei 11.7 eV. Mit wachsendem Abstand zur Kante nimmt die Stärke der Oberächenresonanz ab.
(3) Kohärenzgrad als Verhältnis von integrierten Nebendiagonalelementen zu den entsprechenden
Diagonalelementen (5.21). Dies entspricht den Kohärenzmessungen für ungelterte Interferenzmuster
(Abb. 5.11). Kohärenz ist im Material sehr klein und läuft im Vakuum gegen eins.
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und positive solchen im Vakuum. Die Grenze zwischen Objekt und Vakuum ist durch die gestrichelte
Linie gegeben. Die spezischen Anregungen verursachen einen entsprechenden Abfall im verlustfreien
Signal. Unter (2) sind die konkreten Verlustspektren für verschiedene Positionen zusammengetragen.
Diese zeigen, dass die Anregung der Volumenplasmonen sehr scharf hinter der Oberäche beginnt,
aber das Oberächenplasmon sowohl vom Vakuum als auch vom Objekt aus angeregt werden kann.
Durch Integration über die Energiedimension lassen sich Diagonal- und Nebendiagonalelemente der
Dichtematrix für den ungelterten Fall gewinnen. Für bestimmte Überlagerungsabstände d sind unter
(3) die Verhältnisse der Nebendiagonalelemente zu den entsprechenden Diagonalelementen aufgetragen.
Dieses Verhältnis entspricht dem objektbedingten Kohärenzgrad:
µunel(x, d) =
∫ +∞
−∞ ρexp(x, d,E)dE∫ +∞
−∞ ρexp(x, 0, E)dE
. (5.21)
Das gilt wiederum nur, solange sich partielle Kohärenz der Beleuchtung und die Dichtematrix, mo-
duliert durch Streuung am Objekt, nach Gl. 4.71 faktorisieren lassen. Es zeigt sich, dass im Objekt
eine erhebliche Kontrastdämpfung vorliegt, welche im Übergang zum Vakuum abnimmt und für groÿe
Abstände zur Kante verschwindet (µunel = 1). Dieser Verlauf lässt sich aus dem Zusammenspiel von
verlustfreiem Signal (voll kohärent) und unelastisch gestreutem Signal erklären. Maÿgeblich ist dabei,
dass mit wachsendem Energieverlust das unelastisch gestreute Signal gegenüber dem elastischen immer
mehr an Kohärenz verliert. Im Objekt ist die Zero-Loss-Intensität relativ schwach, so dass die Kohä-
renz stärker durch die Plasmonenanregungen bestimmt wird, welche zu einer gröÿeren Winkelverteilung
der gestreuten Elektronen führen. Im Übergangsbereich zum Objekt nimmt der Grad der unelastischen
Anregung durch Unterdrückung der Volumenplasmonen rapide ab. Das hat direkten Einuss auf die
Winkelverteilung der gestreuten Elektronen, welche sich nun aufgrund des wachsenden Einusses des
Zero-Loss-Signals in der Summe verschmälert. Die spezische Oberächenanregung führt am En-
de dazu, dass dieser Übergang etwas abgeacht ist. Oensichtlich fällt der Kontrast mit steigender
Überlagerungsweite ab, so wie es in Abb. 5.11 aus den experimentellen Ergebnissen resultiert. Eine
quantitative Übereinstimmung liegt nicht vor, da viele Einüsse in diesem Modell nicht berücksichtigt
werden. Unelastische Mehrfachstreuung an der sehr dicken Kante, relativistische Eekte sowie Eekte
durch Oberächenrauigkeit (Smith-Purcell) bleiben bei dieser Betrachtung auÿen vor.
5.4.3 Berechnung der Kohärenzspektren mit Einuss des Energielters
Aus der berechneten Dichtematrix lassen sich neben den Energieverlustspektren auch die Kohärenz-
spektren gewinnen. Ein Vergleich mit dem Experiment erfordert die Berücksichtigung der Einüsse
des Energielters. Ein wesentlicher Einuss macht sich durch die Nicht-Isochromasie bemerkbar. Diese
führt zu einer positionsabhängigen Verschiebung im Energieraum (Eni(x)) :
ρni(x, d,E) = ρexp(x, d,E)⊗E δ(E −∆Eni(x)). (5.22)
Die Faltungsoperation ⊗E bezieht sich auf die Energiedimension. Die ortsabhängige Energieverschie-
bung ∆Eni(x), experimentell mittels Standardverfahren bestimmbar, wächst in der Regel vom Zentrum
des Gesichtsfeldes nach auÿen hin an.
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Eine weitere wichtige Einussgröÿe ist durch die Schlitzblende in der energiedispersiven Ebene gegeben.
Diese schneidet einen Teil des Energiespektrums über eine spektrale Breite von Es in der Umgebung
des gewählten Energieverlusts EL aus. Der Messprozess lässt sich durch Integration über alle Energien
letztendlich durch eine Faltungsoperation berechnen:
ρsb(x, d,EL) =
∫
ρni(x, d,E)SB(EL − E;Es, n)dE. (5.23)
Auch hier ist die Faltung bezüglich der Energie zu verstehen. Die Funktion SB beschreibt die Aus-
dehnung der Schlitzblende im Energieraum. In der weiteren Betrachtung wird für diese Funktion eine
Butterworth-Funktion angesetzt mit Es als Halbwertsbreite:
SB(E;Es, n) =
1
1 +
(
2E
Es
)2n . (5.24)
Das Zusammenwirken dieser beiden Einussfaktoren (Nicht-Isochromasie und Schlitzblende) macht
sich durch systematische Inhomogenitäten in energiegelterten Abbildungen selbst bei homogener Aus-
leuchtung bemerkbar, gerade wenn der Zero-Loss-Strahl in die Nähe einer Kante der Schlitzblende
kommt.
Für die Kohärenzmessungen in energiegelterten Abbildungen kommt ein weiterer wesentlicher Einuss-
faktor hinzu, welcher bereits anhand von leeren, energiegelterten Hologrammen gemessen wurde
(Abb. 5.8). Es hat sich gezeigt, dass selbst die Schlitzblende einen erheblichen Einuss auf die räumliche
Kohärenz im energiegelterten Bild hat. Die experimentellen Ergebnisse, welche mit variabler Schlitz-
blende erzielt wurden, suggerieren, dass an den Kanten der Schlitzblende Auadungsuktuationen
induziert werden, die zu einer Verbreiterung der Winkelverteilung, also zu einer Dämpfung der räum-
lichen Kohärenz führen. Weiterhin scheint das Ausmaÿ dieser Fluktuationen von der Stärke der Inten-
sität und dessen räumlicher Verteilung in der Blende abzuhängen, was in der engen Korrelation von
Intensität und Kohärenz in Abb. 5.8 ersichtlich ist. Somit ist es unbedingt notwendig, diesen Eekt
ebenfalls in die Modellierung einzubeziehen. Da diese Dämpfung der räumlichen Kohärenz von der
lokalen Intensitätsverteilung in der energiedispersiven Ebene bei einer speziellen Filterung abhängt,
kann dieser Eekt nicht mehr durch eine Faltung ausgedrückt werden. Mittels einer Gauÿfunktion,
welche von der Überlagerungsweite d abhängt und sich in ihrer Breite in Abhängigkeit vom Energie-
verlust ändert (σint(E)), wird die Dekohärenz in Abhängigkeit von der Position des Wellenfeldes in
der Schlitzblende hypothetisch modelliert:
ρsd(x, d,EL) =
∫
ρni(x, d,E)SB(EL − E;Es, n) exp
(
−d
2
2
(σint(E))
2
)
dE. (5.25)
Die Funktion σint beschreibt die Dämpfung von Kohärenz in jedem Punkt in der Schlitzblende in
Abhängigkeit von der dort bendlichen Intensität. Es wird angenommen, dass sich der Dämpfungs-
parameter σint aus einer Funktion, welche von der Spaltbreite abhängt, und aus dem Logarithmus der
Intensität zusammensetzt:
σint(E) = (1− SB(EL − E;Es, n)) · ln(ρ(x, d = 0, E)). (5.26)
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Abbildung 5.25: Schematische Darstellung zur Modellierung von Dekohärenz durch Wirken einer
Schlitzblende in der energiedispersiven Ebene. Vertikale Dimension: Überlagerungsweite d, mittig
d = 0; horizontale Dimension: Energieverlust, spektrale Breite der Schlitzblende durch graue, verti-
kale gestrichelte Linien angedeutet. Graustufen: schwarz bedeutet 0 und weiÿ 1. Nebendiagonalen
(d 6= 0) einer transmittierten Dichtematrix erfahren gegenüber den Diagonalelementen (d = 0) eine
Dämpfung, welche zu den Rändern der Blende hin zunimmt.
Die Dämpfung der Kohärenz im Ortsraum (d.h. Nebendiagonalelemente der Dichtematrix) durch Deko-
härenz in der energiedispersiven Ebene ist in Abb. 5.25 veranschaulicht. Die Diagonalelemente werden
scharf durch die Schlitzblendenfunktion (SB) geltert, während die Nebendiagonalelemente in Ab-
hängigkeit vom Energieverlust und von der Überlagerungsweite eine Dämpfung erfahren. Diese ist
umso stärker, je näher der Rand der Schlitzblende den Elektronenbahnen kommt.
Ausführliche Untersuchungen des Eektes von Dekohärenz durch die Schlitzblende in Verbindung mit
Nicht-Isochromasie sind in Anhang D.1 dargestellt. Zusammenfassend lässt sich sagen, dass im Wesent-
lichen die Dekohärenz an der Schlitzblende für Artefakte in den Kohärenzspektren verantwortlich ist.
Dieser Eekt führt dazu, dass die zeitliche Kohärenz, welche in der konventionellen Holographie einen
verschwindend geringen Einuss auf den Streifenkontrast im Leerhologramm hat, hier nun eine Rolle
spielt, wenn die Schlitzblenden sehr klein gewählt werden. Die endliche Breite der Energieverteilung
führt nämlich dazu, dass Bereiche des Zero-Loss in die Nähe des Schlitzblendenrandes kommen und
dort an Kohärenz verlieren. Die inkohärente Summe über alle Energien innerhalb der Schlitzblende
führt demnach zu einer Kontrastreduktion bereits im Zero-Loss-gelterten Bild. Exemplarisch wurde
für das Modell mittels FDT dieser Einuss untersucht (Abb. D.1). In Verbindung mit der Nicht-
Isochromasie kommt es zu weiteren Artefakten, welche die Kohärenzverläufe im Ortsraum erheblich
verfälschen und zu Problemen bei der Interpretation führen können (Abb. D.2). Dieses Zusammen-
spiel ist für die Abweichungen, welche experimentell gefunden wurden (Abb. 5.12 und Abb. 5.15),
verantwortlich.
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5.4.4 Resultate aus den Simulationen
Für die auf verschiedene Weisen berechneten Dichtematrizen werden nun die wesentlichen Aberrationen
des Energielters berücksichtigt. Im Verlauf dieser Untersuchung hat sich herausgestellt, dass die Form
der Zero-Loss-Verteilung ebenfalls einen gravierenden Einuss auf die Kohärenzspektren hat. Zur
Demonstration werden im Weiteren zwei verschiedene Funktionen für die Modellierung der primären
Energieverteilung der Elektronen (d.h. vor Wechselwirkung mit dem Objekt) angesetzt. Zum einen wird
eine Gauÿfunktion und zum anderen eine Lorentzfunktion mit jeweils der gleichen Halbwertsbreite von
σE = 1.5 eV angenommen:
PSFEg(E) = exp
(
− ln 24E
2
σ2E
)
PSFEl(E) =
1
1 + 4E
2
σ2E
. (5.27)
Abbildung 5.26: Zwei verschiedene Annahmen über die primären Energieverteilungen im Elektronen-
ensemble für die Modellierung der Kohärenzspektren. Energiebreite σE = 1.5 eV. Schwarz: Gauÿ-
verteilung (PSFEg), Grau: Lorentzverteilung (PSFEl).
Für drei Dichtematrizen, welche aus unterschiedlichen Modellen resultieren, sind nun für verschiedene
Abstände vom Objekt in Abhängigkeit von den Verteilungsfunktionen PSFEg und PSFEl die expe-
rimentell zu erwartenden Kohärenzspektren berechnet. In diese Rechnungen gehen eine Schlitzbreite
von Es = 2 eV und eine mit der Entfernung vom Zentrum des Gesichtsfeldes quadratisch anwachsende
Nicht-Isochromasie ein:
Eni(x) = ∆Eni ·
2x2
FOV
. (5.28)
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Die chromatischen Restaberrationen des Filters lassen sich durch ein Gesichtsfeld FOV = 80 nm und
der darin bendlichen maximalen Energieverschiebung ∆Eni = 2 eV recht gut erfassen. Als primäre
Energieverteilungen wurden jene aus Abb. 5.26 verwendet. Die zu untersuchenden Modell-Dichte-
matrizen entstammen den Rechnungen mittels FDT und abgeschirmter Dipole mit α = 5 nm und
α = 25 nm. Die Resultate sind in Abb. 5.27 zusammengetragen.
Auf der linken Seite dieser Zusammenstellung benden sich die Resultate aus den Rechnungen mit
den gauÿförmigen und auf der rechten Seite jene mit lorentzverteilten primären Strahlenergien. Von
oben nach unten sind die Modell-Dichtematrizen aus den Modellen FDT und AD mit α = 5 nm und
α = 25 nm der Reihe nach verwendet worden. Die Abstände der vakuumseitigen Elektronenbahnen
zur Kante sind farblich voneinander unterschieden. Der Überlagerungsabstand d beträgt für alle Rech-
nungen exemplarisch 20 nm.
Zunächst zeigt sich eine Absenkung des Kontrastes im Zero-Loss auf einen Wert kleiner eins, welche
für die Lorentzverteilung etwas stärker ausfällt. Das begründet sich darin, dass bei der Zero-Loss-
Filterung bestimmte spektrale Bereiche in die Nähe der Kanten der Schlitzblende kommen und dort
massiv an Kohärenz verlieren. Die inkohärente Summe über alle Energien liefert somit diese Redu-
zierung der Kohärenzgrade. Die Lorentzverteilung führt zu einer stärkeren Herabsetzung dieses Kohä-
renzgrades, da sie im Auslauf breiter ist (Abb. 5.26) und somit gröÿere spektrale Anteile Dekohärenz
erfahren, als bei der gauÿförmigen Verteilung. Für leicht gröÿere und kleinere Energien wird dieser
Eekt verstärkt, weil immer gröÿer werdende spektrale Anteile des Zero-Loss dem Rand der Schlitz-
blende nahekommen und somit an Kohärenz verlieren. Dieser Eekt ist für die Gauÿverteilung aufgrund
ihres stärkeren Abfalls dramatischer ausgeprägt als bei der Lorentzverteilung. Das hat zur Folge, dass,
sobald der Zero-Loss in den Schatten der Blende eintaucht, sich das Verhältnis aus partiell kohärenten
und kohärenten spektralen Anteilen stärker zur Inkohärenz verschiebt als bei der Lorentzverteilung.
Aus dieser Argumentation ergibt sich die Erwartung, dass der Zero-Loss-Kontrast mit wachsender
Schlitzbreite zunehmen muss, da deren destruktiver Einuss immer kleiner werdende spektrale An-
teile erfasst. Das deckt sich mit den experimentellen Resultaten (Abb. 5.8). Damit ist gezeigt, dass
die Zusammenhänge (5.25) und (5.26) den Einuss des Energielters auf die Kohärenz der gelterten
Elektronen plausibel beschreiben.
Generell ist festzuhalten, dass der simulierte Kohärenzgrad mit wachsendem Abstand vom Objekt für
alle Rechnungen gröÿer wird. Weiterhin zeichnet sich ab, dass der zunächst groÿe Unterschied zwischen
den Modellen (Abb. 5.23) durch das Wirken der Aberrationen weitgehend abgemildert wird und dass
sich die Resultate vielmehr durch die verschiedenen primären Energieverteilungen unterscheiden. Im
Falle der Gauÿfunktion zeigen sich beispielsweise Kontrasterhöhungen im Bereich des Oberächen-
plasmons, welche von vornherein aufgrund der modellierten Nebendiagonalelemente nicht zu erwarten
sind (vgl. Abb. 5.23). Im Falle der Lorentzverteilung sind anstelle dessen tendenziell Kohärenzgrad-
minima zu erkennen. Merkwürdig ist dabei die Erhöhung des Kontrastes mit wachsendem Energie-
verlust für gröÿere Abstände zum Objekt. Dieser Eekt ist auf den langen Schwanz der Lorentz-
verteilung zurückzuführen, welche das Zero-Loss-Signal mit µ = 1 zu höheren Energien verschmiert.
Da die Gauÿverteilung wesentlich schneller abfällt, ist die Kohärenz bei höheren Energieverlusten
vordergründig durch Anregungen am Objekt bestimmt. Die Herausbildung von lokalen Maxima bei
etwa 11 eV ist durch das Zusammenwirken von gauÿförmiger Energieverteilung und Dekohärenz an der
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1a) 1b)
2a) 2b)
3a) 3b)
Energieverteilung: Gauß
Modell: FDT
Modell: AD α = 5 nm
Modell: AD α = 25 nm
Modell: FDT
Modell: AD α = 5 nm
Modell: AD α = 25 nm
Energieverteilung: Lorentz
Abbildung 5.27: Berechnete Kohärenzspektren für gauÿ- (a) und lorentzverteilte primäre Strahlener-
gien (b) angewendet auf die Modelle: FDT (1) und AD mit den Korrelationsparametern α = 5 nm
(2) und α = 25 nm (3). Kohärenzspektren in Abhängigkeit vom Abstand zum Objekt x = 1 nm
(schwarz), x= 5 nm (rot, gestrichelt) und x= 25 nm (blau gepunktet). Parameter für das Drude-Modell
~ωP = 16.5 eV, ~Γ = 2.1 eV. Objektdicke: t/λ = 2. Energielterparameter: Schlitzblende Es = 2 eV,
Nicht-Isochromasie: Gl. 5.28 mit ∆Eni = 2 eV und FOV = 80 nm.
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Schlitzblende bedingt (vgl. Abb. D.1). Dieses Maximum tritt somit  ähnlich der Zero-Loss-Umgebung
 durch rapides Absenken der Kohärenzgrade für gröÿere und kleinere Energieverluste zutage. Im Falle
der Lorentzverteilung macht sich eine verstärkte Überlagerung von verlustfreien Elektronen mit den
plasmonengestreuten Elektronen bemerkbar. Diese ist die Ursache für die Ausprägung von Minima in
den Bereichen der Oberächenplasmonenanregung, da der optimale Kontrast des Zero-Loss durch
den weitaus geringeren Kontrast der unelastischen Anregung herabgesetzt wird. Dort, wo unelastische
Anregungen klein gegenüber dem Zero-Loss-Signal sind, geht der Kohärenzgrad gegen eins (rechts).
Dort, wo unelastische Anregungen dominieren, fällt der Kohärenzgrad mit wachsendem Energieverlust
ab (links).
Am besten stimmen die Rechnungen mittels FDT und lorentzverteilten primären Elektronen mit den
experimentellen Ergebnissen aus Abb. 5.16 überein. Bei geringen Abständen zum Objekt gibt es einen
relativ starken Abfall des Kontrastes mit wachsendem Energieverlust. Mit zunehmendem Abstand zur
Kante bildet sich ein breites Maximum zwischen 5 eV und 8 eV heraus. Diese Erhebung ist nicht di-
rekt durch eine Eigenschaft gegeben, welche ihren Ursprung in der Streuung am Objekt hat, sondern
entsteht durch das Zusammenspiel von Kohärenz aus Zero-Loss-Signal und unelastisch gestreuten An-
teilen. Da zwischen dem Zero-Loss und der Oberächenresonanz das Verlustspektrum relativ kleine
Werte annimmt, dominiert die Kohärenz aus dem Zero-Loss-Signal und führt zu einer Erhebung. Der
anschlieÿende Abfall zu höheren Energien ist schlicht durch das verstärkte Auftreten von Plasmonen-
anregungen bestimmt. Dieser Abfall verschiebt sich zu höheren Energien, je weiter die Elektronenbahn
von der Oberäche entfernt verläuft und somit die Oberächenanregung an Einuss verliert. Dieses
Verhalten äuÿert sich im Experiment qualitativ dadurch, dass im Bereich der Oberächenanregung die
erste Ableitung des Kohärenzspektrums ein Minimum aufweist. Die Oberächenplasmonenanregung
führt also zu einer verstärkten Reduktion des Kohärenzgrades. Der in den Modellen gezeigte Anstieg
des Kohärenzgrades zu höheren Energieverlusten hin (Abb. 5.27) ist experimentell nicht veriziert. Dies
liegt in erster Linie an der wachsenden Unsicherheit in der Bestimmung des Kohärenzgrades aufgrund
des wachsenden Einusses des Quantenrauschens (vgl. Abb. 5.7). Schlussendlich ist es die spektrale
Gewichtung von kohärenten Anteilen (Zero-Loss) und partiell kohärenten Anteilen (Plasmon, Schlitz-
blende), die über die Form der Kohärenzspektren entscheidet.
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5.5 Zusammenfassung
Die Ausbildung von räumlicher Kohärenz durch unelastische Streuung an einer metallischen Kan-
te wurde mittels energiegelterter Interferenzen, welche durch Überlagerung von Teilwellen parallel
zur Oberäche entstehen, untersucht. Maÿgebliche Observable ist der Streifenkontrast als Maÿ für
die räumliche Kohärenz in Abhängigkeit vom Abstand zur Kante (x), vom Energieverlust (E) und
von der Überlagerungsweite (d). Dieser wurde aus dem Fresnel'schen Nahfeld des Biprismas nume-
risch extrahiert, welches durch Beugung am Rand des Biprismas in Erscheinung tritt und für kleine
Überlagerungsabstände das Interferenzmuster erheblich beeinusst. Mittels Energielterung wurde der
Kontrastverlauf in Abhängigkeit vom Energieverlust studiert. Generell zeigt sich, dass die Kontrast-
reduktion in ungelterten Interferenzmustern im Wesentlichen durch elektronische Anregungen erfolgt.
Phononische Anregungen haben keinen bedeutenden Einuss, da der Streifenkontrast des Zero-Loss
in der Nähe der Oberäche keine signikante Änderung zeigt, während mit wachsendem Verlust stärker
werdende Kontrastdämpfungen vorzunden sind. Die Kohärenzspektren zeigen interessante Signatu-
ren, welche zunächst nicht in Verbindung mit den zu erwartenden Oberächenanregungen stehen. Zum
einen kommt es zu Kontrastdämpfungen in der Nähe des Zero-Loss und zum anderen zu einer Erhe-
bung zwischen Zero-Loss und Oberächenplasmonenanregung. Weiterhin zeigt sich systematisch an
mehreren Proben und verschiedenen Beschleunigungsspannungen, dass es im Bereich der Oberächen-
plasmonenanregung zu einem verstärkten Abfall des Kohärenzgrades kommt.
Für die Interpretation dieser Resultate wurden zwei verschiedene Modelle aufgebaut. Das erste beruht
auf dem Fluktuations-Dissipations-Theorem und dem Imaginärteil des dynamisch abgeschirmten Po-
tenzials und das andere auf der Erweiterung des gemischten dynamischen Formfaktors in Dipolnäherung
und der dynamisch abgeschirmten Wechselwirkung zwischen Elektronenstrahl und den Streuzentren.
Beide Modelle ergeben sehr ähnliche Energieverlustspektren; die Kohärenzspektren unterscheiden sich
aber deutlich voneinander.
Es hat sich herausgestellt, dass die Aberrationen des Energielters und die primäre Energieverteilung im
Elektronenstrahl die Kohärenzspektren empndlich beeinussen. So zeigt sich, dass Dekohärenzmecha-
nismen an der Schlitzblende in der energiedispersiven (energieselektiven) Ebene zu einer starken Kon-
trastdämpfung in der Nähe des Zero-Loss führen. In diesen Verlustbereichen äuÿert sich der Einuss
der Nicht-Isochromasie durch eine Verminderung des Kontrastes mit wachsendem Abstand zur Kante.
Schlussendlich erweist sich die Form des Zero-Loss-Spektrums als bestimmend für die Ausprägung
von Kohärenz in Abhängigkeit vom Energieverlust. Je nachdem, ob eine Gauÿ- oder Lorentzfunktion
als Verteilung angesetzt wird, resultiert entweder ein Maximum oder ein Minimum des Kohärenzgrades
im Bereich des Oberächenplasmons. Dabei ist entscheidend, wie das Verhältnis aus Zero-Loss-Signal
und dem Signal durch unelastische Streuung für den jeweiligen Energieverlustbereich ausfällt. Über-
wiegt das verlustfreie Signal, so geht der Kontrast tendenziell gegen eins, dominiert das unelastische
Signal, nimmt der Kohärenzgrad mit wachsendem Energieverlust ab. Im Falle der Lorentzverteilung
kommt es zwischen dem Zero-Loss und der Oberächenanregung zu einer Erhebung, welche eben auf
ein Übermaÿ an ungestreuten und daher vollkommen kohärenten Elektronen zurückzuführen ist. Dieses
Verhältnis beginnt, sich im spektralen Einussbereich der Oberächenresonanz umzukehren, so dass es
zu einer Kontrastreduktion kommt. Diese Kontrastreduktion verschiebt sich sowohl im Experiment als
auch in der Theorie mit wachsendem Abstand zu höheren Energieverlusten. Das liegt an der Tatsache,
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dass mit wachsendem Abstand zur Kante der Einuss des Oberächenplasmons nachlässt und somit
der Einuss des Zero-Loss stärker zur Geltung kommt.
Aufgrund des erheblichen Einusses der Aberrationen des Energielters ist es noch nicht möglich,
die verschiedenen Modelle zu verizieren. Um zukünftig quantitative Aussagen aus diesen Messungen
treen zu können, muss das Energielter genauer als bisher charakterisiert werden. Vor allem eine
genaue Messung der durch die Schlitzblende induzierten Dekohärenz und die Kenntnis der primären
Energieverteilung ist dabei von vordergründiger Bedeutung. Dies kann prinzipiell mit dem hier entwi-
ckelten Verfahren ermöglicht werden. Die genaue Charakterisierung der Einüsse des Energielters auf
die Kohärenz der gelterten Elektronen besteht in der direkten Messung der Dekohärenzverteilung in
der Schlitzblende. Dies erfordert eine Erweiterung des Messbereichs hin zu kleineren Überlagerungs-
abständen (d < 10 nm), damit die Winkelverteilung der an der Schlitzblende gestreuten Elektronen
zuverlässiger rekonstruiert werden kann (vgl. Abb. 5.11). Nach genauer Quantizierung der geschil-
derten Einüsse des Energielters ist eine quantitative Auswertung der Kohärenzspektren möglich.
Für eine höhere Genauigkeit ist ein besseres Energielter unabdingbar. Qualitativ lässt sich sagen,
dass die Oberächenplasmonen im Wesentlichen die Dekohärenz des Elektronenensembles in der Nähe
von Silizium-Oberächen bestimmen. In den Kohärenzspektren zeigen sich für lorentzverteilte Primär-
energien bei den entsprechenden Resonanzenergien stärkere Reduktionen der Kohärenzgrade, welche
diese Aussage untermauern.
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Zusammenfassung
Die Bearbeitung der beiden Hauptschwerpunkte dieser Arbeit, nämlich die Quantizierung des Rau-
schens in den rekonstruierten Amplituden- und Phasenbildern und der Einuss der unelastischen
Wechselwirkung auf die Interferenzfähigkeit gestreuter Elektronen, lieferte zahlreiche Ergebnisse, wel-
che nun zusammengefasst werden.
Mit den Resultaten aus dem zweiten Kapitel kann aus einem gegebenen Elektronenhologramm das
Rauschen in den rekonstruierten Amplituden- und Phasenbildern in Abhängigkeit vom Detektions-
und Rekonstruktionsprozess bestimmt werden. Das stellt eine Erweiterung zu den bisher bekannten
Lenz'schen Formeln in dreierlei Hinsicht dar: Erstens gelten die Lenz'schen Formeln strikt nur für eine
spezielle Rekonstruktion. Die hier abgeleiteten Rauschtransferformeln bezüglich des Rekonstruktions-
prozesses gelten für beliebige Rekonstruktionsaperturen. Zweitens nden sich im Rahmen des Lenz'schen
Modells analytische Ausdrücke nur für die Varianzen, nicht aber für die Kovarianzen. Der hier vor-
gestellte Formalismus liefert direkt die Kovarianzmatrizen für die rekonstruierten Gröÿen. Das bildet
die Grundlage für die Berechnung des Rauschtransfers durch alle weiteren Bildverarbeitungsprozesse
und erlaubt eine quantitative Auswertung der daraus gewonnenen Resultate. Drittens betrachtet das
Lenz'sche Modell das detektorseitige Ausgangsrauschen als Poisson-verteilt. Der Signal- und Rausch-
transfer durch den Detektor führt jedoch zu statistisch korrelierten Pixeln. Dieser Eekt wird im
Zuge eines für die O-Axis-Elektronenholographie gefundenen Rauschmodells unter Berücksichtigung
der Detektoreigenschaften (Kovarianz-zu-Signalverhältnis) in den Berechnungen erfasst. Die Gültig-
keit dieses Formalismus konnte experimentell sowohl an Leer- als auch an Objekthologrammen für
zwei verschiedene CCD-Kameras veriziert werden. Dazu ist es nötig, das Rauschen in Amplitude
und Phase über Hologrammserienaufnahmen experimentell zu bestimmen. Die experimentelle Rausch-
bestimmung erfordert die Eliminierung aller systematischen Fehlerquellen, welche z.B. durch driftende
Objektpositionen oder z.T. nicht-isoplanatische Aberrationen in Erscheinung treten. Damit steht nicht
nur eine Methode zur Bestimmung des Rauschens, sondern auch zur Berechnung von Mittelwerten mit
einer weitaus höheren Signalauösung bei gleicher Ortsauösung zur Verfügung.
An die Verfügbarkeit derart rauscharmer Amplituden- und Phasensignale knüpft sich eine Vielzahl von
Anwendungen an, welche in Auszügen im dritten Kapitel dargelegt wurden. Unter Verwendung der
methodischen Aspekte aus Kapitel 2 konnten verschiedene materialwissenschaftliche Fragestellungen
mittels O-Axis-Elektronenholographie beantwortet werden: Für ein multiferroisches Dünnschicht-
system, bestehend aus ferroelektrischem PbZr0.2Ti0.8O3 (PZT) und ferromagnetischem La0.7Sr0.3MnO3
(LSMO), konnte nachgewiesen werden, dass entgegen der Erwartung die magnetische LSMO-Schicht
nur partiell magnetisiert ist. Die Magnetisierung verschwindet über einen Bereich von 20 nm in der Nä-
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he der PZT-Schicht. Jenseits dieses Bereichs trägt das LSMO in Übereinstimmung mit Literaturwerten
eine Magnetisierung von 0.26± 0.07 T. Weiterhin wurden magnetische Permalloy-Dünnschichten unter-
sucht, welche auf Oberächen aufgewachsen sind, die mittels Ionenbeschuss in ihrer Morphologie verän-
dert wurden. Durch das Aufwachsen wird die Morphologie des Substrates auf die magnetische Dünn-
schicht (30 nm) übertragen. Elektronenholographische Untersuchungen zeigen, dass diese Schichten
inplane magnetisiert sind und die Magnetisierung der gegebenen Morphologie folgt. Zusätzlich zeigen
sich Signaturen im Auÿenbereich der Dünnschichten, die auf schwache morphologieinduzierte dipolare
Streufelder hindeuten. Als ein weiteres Anwendungsbeispiel wurde die holographische Vermessung einer
ferroelektrischen Domänengrenze im KNbO3 vorgestellt. Unter Verwendung der Mittelungsprozeduren
konnte ein Potenzialsprung von etwa 0.1 V rekonstruiert werden. Dynamische Eekte konnten mittels
Streusimulationen und geeigneter Probenorientierung ausgeschlossen werden.
Im vierten Kapitel wurde die Notwendigkeit von Dichtematrizen für die Beschreibung von unelas-
tisch gestreuten Elektronen im TEM anhand vereinfachter Beispiele erläutert. Für die Übertragung
der Dichtematrix von der Objektebene in die Bildebene wurde unter Berücksichtigung der Transfer-
eigenschaften der Objektivlinse und der partiell kohärenten Beleuchtung eine Transfertheorie erarbeitet.
Die Formierung von Interferenzstreifen infolge eines Möllenstedt'schen Biprismas wird darauf aufbau-
end allgemein beschrieben und verknüpft die reduzierte Dichtematrix der gestreuten Elektronen mit
dem Interferenzstreifenmuster in der Bildebene. Für einen Spezialfall wurde gezeigt, dass die Neben-
diagonalelemente der reduzierten Bild-Dichtematrix direkt den holographischen Seitenbändern entspre-
chen. Dieser Fall liegt vor, wenn die Winkelbreite des gestreuten Elektronenensembles klein gegenüber
einem kritischen Winkel ist, welcher mit der Überlagerungsweite linear anwächst. Für die in dieser
Arbeit durchgeführten Experimente ist diese Bedingung erfüllt, so dass der Kohärenzgrad aus den je-
weiligen Interferogrammen direkt bestimmt werden kann. Darüber hinaus bietet diese verallgemeinerte
Übertragungstheorie interessante Einsichten in die konventionelle O-Axis-Elektronenholographie. Da-
durch wird ersichtlich, dass durch Kippen der Referenzwelle gegenüber der Objektwelle auch Raum-
frequenzen übertragen werden, die oberhalb des instrumentellen Informationslimits liegen. Durch eine
Referenzwellenkippserie könnten somit prinzipiell inkohärente Aberrationen (z.B. chromatischer Feh-
ler) auf holographische Weise korrigiert werden. Ferner besteht die Möglichkeit, durch eine Referenz-
wellenkippung die Aberrationen der Objektivlinse gezielt auszunutzen, um dadurch den Hologramm-
streifenkontrast für zukünftige Anwendungen zu optimieren. Diese Prozedur setzt jedoch eine instru-
mentelle Korrektur des chromatischen Fehlers voraus. Diese beiden neuen Ansätze für die O-Axis-
Elektronenholographie zeigen, dass das Potenzial dieser Methode noch längst nicht ausgeschöpft ist.
Im fünften und letzten Kapitel dieser Arbeit wurden aufbauend auf dem vierten Kapitel die experi-
mentellen Untersuchungen zur Kohärenz unelastisch gestreuter Elektronen vorgelegt. Im Fokus stehen
dabei Elektronen, welche sich parallel zu einer metallischen Oberäche im Vakuum bewegen und diese
durch das mitgeführte Coulombfeld anregen. Mit dem Möllenstedt'schen Biprisma wurden Trajektorien
überlagert, die parallel zur Oberäche verlaufen. Zur Untersuchung des Einusses der unelastisch ge-
streuten Elektronen wurde zusätzlich ein Energielter verwendet, das die Interferenzen von Elektronen
mit denierter kinetischer Energie abbildet. Aus Serienaufnahmen mit variablem Energieverlust konn-
ten Energieverlust- und Kohärenzspektren für verschiedene Abstände zur Oberäche extrahiert werden.
Die Resultate zeigen, dass die Kohärenz mit wachsendem Abstand zur Oberäche zunimmt und mit
wachsendem Energieverlust abnimmt. Im Energieverlustbereich der Oberächenresonanzen ist die Re-
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duktion des Kohärenzgrades am stärksten. Die Kontrastdämpfung im ungelterten Hologramm ist im
Wesentlichen auf Oberächenplasmonenanregungen zurückzuführen, die aufgrund ihres hohen spektra-
len Gewichtes am stärksten in die Integration über alle Energieverluste eingehen. Phononenanregungen,
so zeigen die Zero-Loss-Messungen, haben keinen bedeutenden Einuss auf die Kohärenz bei den hier
untersuchten Objekten. Die experimentellen Ergebnisse wurden mit theoretischen Berechnungen unter-
legt. Es wurden zwei verschiedene Modelle für die Wechselwirkung zwischen Objekt und Strahlelektron
aufgestellt. Aufgrund erheblicher Aberrationen (Nicht-Isochromasie, Dekohärenz an der Schlitzblende)
des Energielters lässt sich keines von beiden experimentell verizieren. Schlussendlich bleibt zu sagen,
dass diese Aberrationen, die geringe Energieauösung des Filters und der Durchmesser des Bipris-
mas die limitierenden Einussgröÿen für die Bestimmung der vollständigen (spektralen) Dichtematrix
sind. Der Durchmesser des Biprismas bestimmt die kleinstmögliche Überlagerungsweite. Durch dünne-
re Biprismen oder alternative Strahlengänge (z.B. O-Axis-STEM-Holographie) kann dieses Problem
behoben werden. Die Probleme mit den Aberrationen lassen sich durch moderne Instrumentierung
weitgehend beheben. Für die Frage nach höherer Energieauösung sind bereits neue Ansätze in Ar-
beit, die darauf abzielen, Interferenzen direkt in der energiedispersiven Ebene senkrecht zur Richtung
der Energiedispersion zu erzeugen.
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Anhang A
Signal und Rauschen in der
konventionellen Elektronenholographie
A.1 Allgemeine Fehlerfortpanzung
Gegeben sei eine reelle M-dimensionale Funktion f in Abhängigkeit von N Parametern (f : RN → RM ).
Die Funktionswerte sind durch f = {1, ..., yM} und Parameter durch x = {1, ..., xN} bezeichnet. Ver-
schiedene Sätze dieser Parameter (x, x′, x′′, ...) seien mit statistischen Unsicherheiten und Korrelationen
innerhalb einzelner Sätze und zwischen verschiedenen Sätzen gemessen worden. Als Beispiel für einen
Parametersatz x dienen u.a. die holographisch rekonstruierten Gröÿen, wie Real- und Imaginärteil des
Seitenbands sowie der Zentralbandintensität in einem Pixel (x = (X,Y,N)). Verschiedene Parameter-
sätze sind durch verschiedene Pixel gegeben. Die Bestimmung der Kovarianzen dieser Parameter ergibt
sich durch Auswertung von Ergebnissen aus Q-fach auf identische Art und Weise wiederholten Expe-
rimenten unter Verwendung von
cov(xm, x
′
n) =
1
Q− 1
Q∑
i=1
(xmi − x̄m)(x′ni − x̄′n). (A.1)
Die Parameter x̄n bedeuten dabei die Mittelwerte der Messwerte xni aus dem Q-fach wiederholten
Experiment. Hierbei entspricht cov(xn, xn) laut Denition der klassischen Varianz des Parameters xn
aus dem Parametersatz x. Die Form cov(xn, xm) beschreibt statistische Korrelationen innerhalb des
Parametersatzes x und cov(xn, x′m) solche zwischen Parametern der Sätze x und x
′ (z.B. zwischen
verschiedenen Pixeln). Die Kovarianzen dieser fehlerbehafteten und im Allgemeinen miteinander kor-
relierten Parameter panzen sich nun durch den funktionellen Zusammenhang, der durch f gegeben
ist, fort, so dass sich für die Kovarianz der Funktion f die folgende Kovarianzmatrix ergibt:
cov(fi(x
′), fj(x
′′)) =
N∑
m
N∑
n
∂fi(x)
∂xm
∣∣∣∣
x=x′
· ∂fj(x)
∂xn
∣∣∣∣
x=x′′
· cov(x′m, x′′n). (A.2)
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A.2 Algebraische Rekonstruktion
Das Minimierungsproblem (2.1) führt pixelweise auf ein lineares Gleichungssystem:
NX
Y
 =
W C1 S1C1 B1 B12
S1 B12 B2
−1PC
S
 . (A.3)
Die Koezientenmatrix setzt sich aus den folgenden Einträgen zusammen, welche unabhängig vom
gemessenen Signal sind und nur von der Trägerfrequenz des Interferenzmusters abhängen:
W =
Nx∑
m
Ny∑
n
wmn
C1 = 2
Nx∑
m
Ny∑
n
wmn cos(γmn)
S1 = 2
Nx∑
m
Ny∑
n
wmn sin(γmn)
B1 = 4
Nx∑
m
Ny∑
n
wmn cos
2(γmn)
B2 = 4
Nx∑
m
Ny∑
n
wmn sin
2(γmn)
B12 = 4
Nx∑
m
Ny∑
n
wmn cos(γmn) sin(γmn). (A.4)
Die Parameter γmn ergeben sich aus der Integration des Signals über die Pixeläche. Für den Fall,
dass der Streifenabstand kommensurabel zur Pixelgröÿe ist, zeigt sich, dass die Terme für S1, C1 und
B12 null ergeben und damit die Koezientenmatrix diagonalisiert wird. Die gemessenen pixelweisen
Intensitäten Imn nden sich in dem Vektor (P,C, S) in der folgenden Form wieder:
P =
Nx∑
m
Ny∑
n
wmnImn
C = 2
Nx∑
m
Ny∑
n
wmn cos(γmn)Imn
S = 2
Nx∑
m
Ny∑
n
wmn sin(γmn)Imn. (A.5)
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A.3 Beziehungen zwischen dem Rauschen im Orts- und Fourierraum
Die Funktion f sei zweidimensional, positiv und abhängig von den diskreten Ortsraumkoordinaten
~r = (x, y) mit x, y ∈ N. Hierbei ist jeder Funktionswert eine gemessene, durch Rauschen beeinusste
Gröÿe. Die Varianz der Funktion f wird durch σ2f dargestellt.
Die diskrete Fouriertransformation einer Funktion f ist gegeben durch
F (~q) = FT[f(~r)] =
1√
N2p
Np∑
~r
f(~r)e−2πi~q~r. (A.6)
Die Konstante Np im Normierungsfaktor beschreibt die Anzahl der Pixel pro Dimension. Die ent-
sprechenden Fourierraumkoordinaten ~q = (qx, qy)/Np mit qx, qy ∈ N liegen ebenfalls diskret vor. Die
entsprechend inverse Fouriertransformation ergibt sich durch
f(~r) = FT−1[F (~q)] =
1√
N2p
Np∑
~q
F (~q)e2πi~q~r. (A.7)
Auf diese Ausdrücke werden die Gesetze der Fehlerfortpanzung angewandt (A.2). Eine Fourier-
komponente ergibt sich infolge der Fouriertransformation aus einem Funktional des Signals im Orts-
raum. Daher wird im Weiteren von der Funktionalableitung anstelle der partiellen Ableitung gespro-
chen. Für die Varianzen im Fourierraum ergibt sich der folgende Ausdruck:
σ2F (~q) =
∑
~r
∣∣∣∣δF (~q)δf(~r)
∣∣∣∣2 σ2f (~r) . (A.8)
Die Varianz einer Fourierkomponente F (~q) entspricht allgemein dem gewichteten Mittelwert der Varian-
zen aller Punkte im Ortsraum. Da Varianzen stets positive, reelle Zahlen sind, müssen die Gewichtungs-
faktoren positiv und reell sein, die als Betragsquadrate der Funktionalableitung der Funktion F (~q) nach
f(~r) beschrieben sind.
Das Einsetzen des Ausdrucks für die konkreten Fouriertransformationen (A.6) in (A.8) liefert eine
allgemeine Formel für die Varianzen im Fourierraum
σ2F (~q) =
∑
~r
∣∣∣∣δF (~q)δf(~r)
∣∣∣∣2 σ2f (~r) = 1N2p
Np∑
~r
σ2f (~r) =
〈
σ2f (~r)
〉
~r
(A.9)
und erlaubt die Folgerung, dass sie unabhängig von den reziproken Koordinaten sind und der mittleren
Varianz im Ortsraum entsprechen. Eine Verallgemeinerung der obigen Relation führt zusätzlich zu
Aussagen über die Korrelation zwischen unterschiedlichen Pixeln. Die hierfür gebräuchliche Gröÿe ist
die Kovarianz cov der Funktion F zwischen zwei beliebigen Punkten ~q = (qx, qy) und ~q ′ = (q′x, q
′
y):
cov
(
F (~q), F (~q ′)
)
=
∑
~r
(
δF (~q)
δf(~r)
)(
δF (~q ′)
δf(~r)
)∗
σ2f (~r) =
1
N2p
Np∑
~r
e−2πi((~q−~q
′)~r)σ2f (~r). (A.10)
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Die durch die Kovarianz beschriebene Korrelation im Fourierraum wird durch gemischte Gewichtungs-
faktoren erzeugt, die anders als im obigen Fall nicht mehr unabhängig von den Fourierraumkoordinaten
sind. Die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix cov (F (~q), F (~q )) entsprechen den obigen Varianzen in
(A.9) und die Nebendiagonalelemente enthalten die Informationen über die statistischen Korrelationen.
Unter der Berücksichtigung von Korrelationen im Ortsraumsignal f(~r) ergibt sich mit der entsprechen-
den Ortsraumkovarianz cov(f(~r), f(~r ′)) formell:
cov
(
F (~q), F (~q ′)
)
=
∑
~r
∑
~r ′
(
δF (~q)
δf(~r)
)(
δF (~q ′)
δf(~r ′)
)∗
cov(f(~r), f(~r ′))
=
1
N2p
Np∑
~r
Np∑
~r ′
e2πi(~q~r−~q
′~r ′)cov(f(~r), f(~r ′)). (A.11)
Aus diesen Zusammenhängen ergeben sich Konsequenzen, die im Weiteren exemplarisch erläutert wer-
den.
A.3.1 Eigenschaften der Varianzen und Kovarianzen im Fourierraum
1. Ist das Rauschen im Ortsraum unkorreliert, d.h.
cov(f(~r), f(~r ′)) = σ2f (~r)δ~r,~r ′ , (A.12)
ist die Varianz im Fourierraum homogen (siehe Gl.(A.9)), d.h.
σ2F (~q) = konstant. (A.13)
2. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in (1.) ist auch die Korrelation homogen. Sie hängt also
nur von den Pixelabständen ab (siehe Gl.(A.10)), d.h.
cov(F (~q), F (~q ′)) = cov(F, F )(~q − ~q ′). (A.14)
Die Ausprägung der Korrelation im Fourierraum ist allein durch die Varianzverteilung im Orts-
raum bestimmt.
3. Ist das Rauschen im Ortsraum unkorreliert und zusätzlich homogen, d.h. σ2f (~r) = konstant, dann
existiert keine Korrelation im Fourierraum, d.h.
cov(F (~q), F (~q ′)) = σ2F δ~q,~q ′ . (A.15)
Folglich ergibt sich, dass inhomogene Rauschverteilungen im Fourierraum ein Indiz für korreliertes Rau-
schen im Ortsraum sind, was infolge der Transfereigenschaften des Detektors praktisch in Erscheinung
tritt.
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A.3.2 Bestimmung der integrierten Kovarianzen aus einer Serie von homogen
belichteten Aufnahmen mittels des Wiener-Khinchin-Theorems
Die Kovarianz zwischen verschiedenen Pixeln einer Aufnahme lässt sich streng nach Denition durch
die statistische Auswertung einer Serie mit Nz Aufnahmen bestimmen (k, k′ als Serienindizes):
cov(Imn, Im′n′) =
1
Nz − 1
 Nz∑
k=1
IkmnI
k
m′n′ −
1
Nz
Nz∑
k,k′=1
IkmnI
k′
m′n′
 . (A.16)
Nach der Koordinatentransformation (m′, n′) → (m + ∆m,n + ∆n) und der anschlieÿenden Integra-
tion über (m,n) entsteht die integrierte Kovarianz, welche nur noch von den Koordinatenabständen
abhängt:
covint(∆m,∆n) =
1
NxNy
Nx,Ny∑
m,n
cov(Imn, Im+∆m,n+∆n). (A.17)
Die Auswertung dieser Summierung ergibt, dass sich der erste Summand in (A.16) als Autokorrelation
des Signals Imn entpuppt. An dieser Stelle greift das Wiener-Khinchin-Theorem, welches besagt, dass
die Autokorrelation einer Funktion durch das invers fouriertransformierte Power-Spektrum gegeben
ist, d.h.
1
NxNy
Nx,Ny∑
m,n
Ikmn · Ikm+∆m,n+∆n = FT−1
 ∣∣∣FT[Ikmn]∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
Power−Spektrum

∆m,∆n
. (A.18)
Für den zweiten Summanden kann das Theorem in gleicher Weise angewendet werden, nur muss hier
zunächst die k, k′ - Summation vorher ausgeführt werden:
1
NxNy
Nx,Ny∑
m,n
(∑
k
Ikmn ·
∑
k′
Ik
′
m+∆m,n+∆n
)
= FT−1
∣∣∣∣∣FT
[∑
k
Ikmn
]∣∣∣∣∣
2

∆m,∆n
. (A.19)
Damit ergibt sich für die integrierte Kovarianz schlussendlich:
covint(∆m,∆n) =
1
Nz − 1
FT−1
 Nz∑
k=1
∣∣∣FT [Ikmn]∣∣∣2 − 1Nz
∣∣∣∣∣FT
[
Nz∑
k=1
Ikmn
]∣∣∣∣∣
2
 . (A.20)
Für einen homogenen Detektor, welcher homogen ausgeleuchtet ist, ergibt sich aus einer Serienmessung
die entsprechende integrierte Kovarianz, welche mit dem Kovarianz-zu-Signal-Verhältnis in folgendem
Zusammenhang steht:
CSRhomo =
NxNyNz∑
mn
∑
k I
k
mn
covint(∆m,∆n). (A.21)
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A.4 Rauschpropagation durch die Fourier-Rekonstruktionsmethode
Für die numerische Berechnung der Kovarianzen mittels der Formeln (2.23 - 2.25) wurden noch eini-
ge zusätzliche Umformungsschritte durchgeführt, mit dem Ziel, die Summierung über die Sinus- und
Kosinusfunktionen in komplexe Fouriertransformationen (siehe A.6, A.7) für eine eziente numerische
Implementierung zu überführen. Dazu wurden die komplexen Darstellungen der Sinus- und Kosinus-
funktionen gewählt, anschlieÿend als Fouriertransformationen identiziert (q-Summation) und letztlich
jeweils hinsichtlich Real- (<) und Imaginärteil (=) zusammengefasst. Aus dieser Prozedur ergibt sich
für die drei Formeln:
cov(X(~r ′1), X(~r
′
2)) =
1
2
1
N2p
<
∑
~r1,~r2
cov(I(~r1), I(~r2)) ·{
FT[B](~r ′1 − ~r1)FT[B](~r ′2 − ~r2)e−2πi~qc(~r1+~r2)
+FT[B](~r ′1 − ~r1)FT−1[B](~r ′2 − ~r2)e−2πi~qc(~r1−~r2)
}
cov(Y (~r ′1), Y (~r
′
2)) =
1
2
1
N2p
<
∑
~r1,~r2
cov(I(~r1), I(~r2)) ·{
−FT[B](~r ′1 − ~r1)FT[B](~r ′2 − ~r2)e−2πi~qc(~r1+~r2)
+FT[B](~r ′1 − ~r1)FT−1[B](~r ′2 − ~r2)e−2πi~qc(~r1−~r2)
}
cov(X(~r ′1), Y (~r
′
2)) =
1
2
1
N2p
=
∑
~r1,~r2
cov(I(~r1), I(~r2)) ·{
FT[B](~r ′1 − ~r1)FT[B](~r ′2 − ~r2)e−2πi~qc(~r1+~r2)
−FT[B](~r ′1 − ~r1)FT−1[B](~r ′2 − ~r2)e−2πi~qc(~r1−~r2)
}
Eine weitere Vereinfachung ergibt sich unter Verwendung der Koordinatentransformation (~r2 → ~r1 +
∆~r1). Dies führt in den Exponentialfunktionen der jeweils ersten Summanden zu Phasenkeilen mit
doppelten Trägerfrequenzen ~qc. Die Faltung durch Summation über die Parameter ~r1 und nun ∆~r1
anstelle von ~r2 entspricht unter Verwendung des Rauschmodells (2.33) einer holographischen Rekon-
struktion eines Bereichs im Fourierraum, welcher mit der doppelten Trägerfrequenz vom Zentralband
entfernt ist. Für gewöhnliche Hologramme ist dieser Bereich ohne relevante Information, so dass diese
Summanden gegenüber den jeweils zweiten Summanden vernachlässigt werden können. Somit lassen
sich die Formeln weiter vereinfachen:
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cov(X(~r ′1), X(~r
′
2)) ≈
1
2
1
N2p
<
∑
~r1,∆~r1
I(~r1)CSRhomo(∆~r1) ·
FT[B](~r ′1 − ~r1)FT−1[B](~r ′2 − ~r1 −∆~r1)e−2πi~qc∆~r1
≈ cov(Y (~r ′1), Y (~r ′2))
cov(X(~r ′1), Y (~r
′
2)) ≈
1
2
1
N2p
=
∑
~r1,∆~r1
I(~r1)CSRhomo(∆~r1) ·
FT[B](~r ′1 − ~r1)FT−1[B](~r ′2 − ~r1 −∆~r1)e−2πi~qc∆~r1 .
Diese Formeln lassen sich numerisch als Doppelfaltung umsetzen. Daraus wird ersichtlich, dass es sich
im Wesentlichen um eine Tiefpasslterung des Zentralbandes handelt mit einer Filterfunktion, welche
sich aus einer komplizierteren Faltung der Rekonstruktionsmaske mit sich selbst und dem Kovarianz-
zu-Signalverhältnis zusammensetzt. Bei dieser Faltung geht das Fourierspektrum des Kovarianz-zu-
Signal-Verhältnisses im Bereich des Seitenbandes durch einen entsprechenden Phasenkeil im Ortsraum
ein. An dieser Stelle wird klar, dass die Kovarianzen der Real- und Imaginärteile der Seitenbänder
lediglich durch das Zentralband bestimmt werden.
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Anhang B
Anwendungen der konventionellen
Elektronenholographie
B.1 Phasenschiebung eines homogen magnetisierten Stabes
Die Phasenschiebung infolge eines magnetischen Feldes ~B ist gegeben durch:
∆ϕ = − e
~
∫
~Bd ~A. (B.1)
Das Magnetfeld eines homogen magnetisierten Stabes setzt sich aus der Magnetisierung ~M und der
magnetischen Erregung ~H zusammen:
~B = µ0( ~M + ~H). (B.2)
Der Schluss von der holographisch rekonstruierten magnetischen Induktion auf die Magnetisierung setzt
voraus, dass alle Phasenschiebungen in Verbindung mit dem ~H-Feld bekannt sind. Derartige Phasen-
schiebungen werden durch Streufelder auÿerhalb und durch Entmagnetisierungsfelder innerhalb des
magnetisierten Bereichs bestimmt. Für den Fall des homogen magnetisierten Stabes (Abb. B.1) sollen
nun die Phasenschiebungen dieses ~H-Feldes infolge der Magnetisierung analytisch aus den Maxwell-
gleichungen in Anlehnung an [Lautz 1969] hergeleitet werden.
Die Quellenfreiheit des ~B-Feldes führt dazu, dass sich die Quellen jenes ~H-Feldes aus der Flächen-
polarisationsladungsdichte σm ergeben, welche durch die Unstetigkeit der Normalkomponente der Ma-
gnetisierung an den Oberächen des magnetisierten Volumens bestimmt sind. Für den homogen in
Längsrichtung magnetisierten Stab gehen daher nur die Stirnächen in die Berechnung ein, welche eine
konstante Flächenladungsdichte von σm = ±| ~M | tragen.
Unter Verwendung des auf die Magnetostatik (rot ~H=0) übertragenen Coulombintegrals ergibt sich für
das ~H-Feld
~H = −~∇ψ (B.3)
215
216 ANHANG B. ANWENDUNGEN DER ELEKTRONENHOLOGRAPHIE
L
h
b
z
x
y
Abbildung B.1: Geometrie des Stabes, welcher in y-Richtung homogen magnetisiert ist. Die Stirnächen
in den x-z-Ebenen tragen in diesem Fall alleinig eine magnetostatische Flächenladungsdichte. Das
Biprisma sei ebenfalls in y-Richtung orientiert.
mit dem magnetostatischen Potenzial durch Integration über die jeweiligen Stirnächen:
ψ(x, y, z) =
1
4π
+ b
2∫
− b
2
dx′
+h
2∫
−h
2
dz′
 M√
(x− x′)2 + (y − L2 )2 + (z − z′)2
− M√
(x− x′)2 + (y + L2 )2 + (z − z′)2
 .
(B.4)
Die Phasenschiebung durch die hierbei wirksame y-Komponente des ~H-Feldes ist nun gegeben durch
Integration über die Fläche, welche durch die Trajektorien von Referenz- und Objektwelle eingeschlos-
sen ist. Das bedeutet eine Integration von der Position der Referenzwelle (x0, y) zur Objektwelle am
Ort (x, y) einerseits und andererseits die Integration für die z-Richtung von minus nach plus unendlich:
∆ϕHy(x, y) = −
x∫
x0
dx′
+∞∫
−∞
dz′
∂
∂y
ψ(x′, y, z′). (B.5)
Die direkte Integration von (B.4) für alle Raumpunkte ist analytisch nicht möglich. Durch Einsetzen
von (B.5) ist es jedoch möglich, die Integration analytisch durchzuführen, indem zunächst in z-Richtung
über die Stirnäche und dann anschlieÿend entlang der Elektronentrajektorien von minus nach plus
unendlich integriert wird. Die darauolgende Anwendung des Ableitungsoperators führt wieder zu einer
analytisch integrierbaren gebrochen rationalen Funktion. Somit ergibt sich für die Phasenschiebung:
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∆ϕHy(x, y) = −
M
4π
µ0
e
~
x∫
x0
dx′
∞∫
−∞
dx′′ h
∂
∂y
ln
[
(x′ − x′′)2 + (y − L2 )
2
(x′ − x′′)2 + (y + L2 )2
]
= −M
4π
µ0
e
~
· 2h[
y + L2
|y + L2 |
{(
x− b
2
)
arctan
(
x− b2
|y + L2 |
)
−
(
x0 −
b
2
)
arctan
(
x0 − b2
|y + L2 |
)
−
(
x+
b
2
)
arctan
(
x+ b2
|y + L2 |
)
+
(
x0 +
b
2
)
arctan
(
x0 +
b
2
|y + L2 |
)
−
|y + L2 |
2
ln
[
(x− b2)
2 + (y + L2 )
2
(x0 − b2)2 + (y +
L
2 )
2
]
+
|y + L2 |
2
ln
[
(x+ b2)
2 + (y + L2 )
2
(x0 +
b
2)
2 + (y + L2 )
2
]}
−
y − L2
|y − L2 |
{(
x− b
2
)
arctan
(
x− b2
|y − L2 |
)
−
(
x0 −
b
2
)
arctan
(
x0 − b2
|y − L2 |
)
−
(
x+
b
2
)
arctan
(
x+ b2
|y − L2 |
)
+
(
x0 +
b
2
)
arctan
(
x0 +
b
2
|y − L2 |
)
−
|y − L2 |
2
ln
[
(x− b2)
2 + (y − L2 )
2
(x0 − b2)2 + (y −
L
2 )
2
]
+
|y − L2 |
2
ln
[
(x+ b2)
2 + (y − L2 )
2
(x0 +
b
2)
2 + (y − L2 )2
]}]
.
(B.6)
Als die relative Abweichung ηmag der realen Phasenschiebung von der des homogen magnetisierten
Stabes ohne Streu- und Entmagnetisierungsfeld µ0 ~H lässt sich das folgende Verhältnis denieren:
ηmag(y) :=
∆ϕHy(
b
2 , y)−∆ϕHy(−
b
2 , y)
−M e~ · h · b
. (B.7)
Der Zähler entspricht der Phasendierenz des ~H-Feldes über die Breite der magnetischen Schicht und
der Nenner jener des rein magnetisierten Stabes mit der Magnetisierung M . In Abhängigkeit von der
Entfernung zur Stirnäche ist diese relative Abweichung ηmag(y − L/2) graphisch in Abb. B.2 darge-
stellt.
Für kleine y-Werte, d.h. nahe der Kante ist mit einer erheblichen Absenkung des gemessenen projizier-
ten magnetischen Feldes, infolge der Streu- und Entmagnetisierungsfelder zu rechnen. In einer Distanz
von 100 nm zu dieser Kante ist von einer Absenkung von ca. 10 % für die vorliegenden Dimensio-
nen auszugehen. Der Bereich, welcher holographisch untersucht wurde, bendet sich in ca. 600 nm
Entfernung. Dort beträgt diese Abweichung nur noch 1.6 %.
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Abbildung B.2: Relative Abweichung der Phasenschiebung aufgrund des Streu- und Ent-
magnetisierungsfeldes in Abhängigkeit vom Abstand zur Stirnäche des Stabes. Parameter:
L = 10 µm, h = 100 nm, b = 60 nm, x0 = -1 µm (Ort der Referenzwelle).
Anhang C
Intensität und Kohärenz
C.1 Die übliche Form des TCC
Wir betrachten die Dichtematrix eines reinen Zustandes. Die Diagonalelemente der Ortsraumdichte-
matrix ergeben sich durch eine spezielle Fouriertransformation der Dichtematrix im Fourierraum:
ρ(~r, ~r) = FT−1
[
ρ(~q, ~q ′)
]
~r,~r
=
∫
d3kf(~k)
∫
d2qd2q′e2πi(~q~r−~q
′~r)e−i(χ(~q,E)−χ(~q
′,E))Ψ0(~q − ~k⊥)Ψ∗0(~q ′ − ~k⊥)
=
∫
d2qd2q′TCC(~q, ~q ′, 0)e2πi(~q−~q
′)~rΨ0(~q)Ψ
∗
0(~q
′). (C.1)
Durch Integration über die Ensembleparameter lässt sich der TCC zusammenfassen:
TCC(~q, ~q ′, 0) =
∫
d3kf(~k)e−i(χ(~q+
~k⊥,E)−χ(~q ′+~k⊥,E)). (C.2)
Für das Fourierspektrum ergibt sich nach zweidimensionaler Fouriertransformation der Ortsraum-
diagonalelemente:
ρ(q) = FT [ρ(~r, ~r)]q
=
∫
d2rd2q′d2q′′TCC(~q ′, ~q ′′, 0)e2πi(~q
′−~q ′′−~q)~rΨ0(~q
′)Ψ∗0(~q
′′)
=
∫
d2q′d2q′′TCC(~q ′, ~q ′′, 0)δ(~q ′ − ~q ′′ − ~q)Ψ0(~q ′)Ψ∗0(~q ′′)
=
∫
d2q′′TCC(~q ′′ + ~q, ~q ′′, 0)Ψ0(~q
′′ + ~q)Ψ∗0(~q
′′). (C.3)
Das ist die allgemein bekannte Verknüpfung des TCC mit dem Fourierspektrum der Objektaustritts-
welle Ψ0.
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C.2 Der analytische Ausdruck für den verallgemeinerten TCC
Unter Verwendung der linearisierten Phasenplatte durch
χ(~q + ~k⊥, E + E0) ≈ χ(~q,E + E0) +
∂χ
∂~q
~k⊥ = χ(~q,E0) +
π
k0
Cc
E
eUB
· ~q 2 + ∂χ
∂~q
~k⊥ (C.4)
und der anschlieÿenden Integration über die Ensembleparameter lassen sich die Gauÿ'schen Integrale
analytisch lösen:
TCC(~q, ~q ′, ~d, E0) =
∫
d3kf(~k)e2πi
~k⊥ ~de−i(χ(~q+
~k⊥,E+E0)−χ(~q ′+~k⊥,E+E0))
≈
∫
d3kf(~k)e−i(χ(~q,E0)−χ(~q
′,E0))e
−i π
k0
Cc
E
eUB
·(~q 2−~q ′ 2)
e
−i
(
∂χ(~q,E0)
∂~q
− ∂χ(~q
′,E0)
∂~q
−2π~d
)
~k⊥
= e−i(χ(~q,E0)−χ(~q
′,E0))
∫
dE
1√
π∆E
e−(
E
∆E )
2
e
−i π
k0
Cc
E
eUB
·(~q 2−~q ′ 2)
·
∫
d2k⊥
1
π∆kx∆ky
e
−
(
kx
∆kx
)2
e
−
(
ky
∆ky
)2
e
−i
(
∂χ(~q,E0)
∂~q
− ∂χ(~q
′,E0)
∂~q
−2π~d
)
~k⊥
= e−i(χ(~q,E0)−χ(~q
′,E0))e
−
(
π
2k0
Cc
∆E
eUB
)2
·(~q 2−~q ′ 2)2
e
−
(
∂χ(~q,E0)
∂qx
− ∂χ(~q
′,E0)
∂qx
−2πd
)2
·(∆kx2 )
2
e
−
(
∂χ(~q,E0)
∂qy
− ∂χ(~q
′,E0)
∂qy
)2
·
(
∆ky
2
)2
. (C.5)
C.3 Transformation der Propagationslänge in den Objektraum
Der bildseitige Abstand entlang der optischen Achse ist gegeben durch die Dierenz zweier Bildweiten
b1,2. Diese Bildweiten entsprechen nach der Abbildungsgleichung den zwei Gegenstandsweiten g1,2. Die
Abbildungsgleichung liefert:
g1 − g2 =
fb1
b1 − f
− fb2
b2 − f
=
fb1(b2 − f)− fb2(b1 − f)
(b1 − f)(b2 − f)
=
b2 − b1
M1M2
mit M1,2 =
b1,2 − f
f
.
Damit ergibt sich für die Propagationslänge von der Biprismaebene in die erste Zwischenbildebene
bezogen auf die Objektebene:
bo = |g1 − g2| =
|b1 − b2|
M1M2
=
b
M1M2
. (C.6)
Die Parameter M1 und M2 sind die Vergröÿerungsmaÿstäbe für die bildseitigen Ebenen, welche durch
die Bildweiten b1 und b2 festgelegt sind.
C.4. INKOHÄRENTE MITTELUNG AM MÖLLENSTEDT'SCHEN BIPRISMA 221
C.4 Inkohärente Mittelung am Möllenstedt'schen Biprisma
Die inkohärente Mittelung über die Einfallswinkel ergibt nach zweimaliger Umbenennung der Integrations-
variablen:
ρholo(~r, ~r
′) =
∫
f(~k)d3k
∫
ρ0(~q1 − ~k⊥, ~q ′1 − ~k⊥)WTF(~q1, ~q ′1, E)F−bo(~q1, ~q ′1)
B(~q1 − ~q2, ~q ′1 − ~q ′2)F+bo(~q2, ~q ′2)e2πi(~q2~r−~q2
′~r ′)d2q1 d
2q′1 d
2q2 d
2q′2
=
∫
f(~k)d3k
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)WTF(~q1 +
~k⊥, ~q
′
1 +
~k⊥, E)F−bo(~q1 +
~k⊥, ~q
′
1 +
~k⊥)
B(~q1 + ~k⊥ − ~q2, ~q ′1 + ~k⊥ − ~q ′2)F+bo(~q2, ~q ′2)e2πi(~q2~r−~q2
′~r ′)d2q1 d
2q′1 d
2q2 d
2q′2
=
∫
f(~k)d3k
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)WTF(~q1 +
~k⊥, ~q
′
1 +
~k⊥, E)F−bo(~q1 +
~k⊥, ~q
′
1 +
~k⊥)
B(~q1 − ~q2, ~q ′1 − ~q ′2)F+bo(~q2 + ~k⊥, ~q ′2 + ~k⊥)e2πi((~q2+
~k⊥)~r−(~q2+~k⊥) ′~r ′)d2q1 d
2q′1 d
2q2 d
2q′2.
(C.7)
Die Anwendung des Fresnel-Propagators liefert:
F±bo(~q +
~k⊥, ~q
′ + ~k⊥) = F±bo(~q, ~q
′)e
∓2πi bo
k0
(~q−~q ′)~k⊥ . (C.8)
Mit dieser Vereinfachung lässt sich die Integration über die Ensembleparameter analytisch durchführen
und ein neuer TCC separieren:
ρholo(~r, ~r
′) =
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCCholo(~q1, ~q1
′, ~q2 − ~q2 ′, ~r − ~r ′)F−bo(~q1, ~q ′1)B(~q1 − ~q2, ~q ′1 − ~q ′2)F+bo(~q2, ~q ′2)
e2πi(~q2~r−~q2
′~r ′)d2q1 d
2q′1 d
2q2 d
2q′2. (C.9)
Für den holographischen TCC (TCCholo) ergibt sich folglich:
TCCholo(~q1, ~q1
′, ~q2 − ~q2 ′, ~r − ~r ′) =
∫
d3kf(~k)WTF(~q1 + ~k⊥, ~q
′
1 +
~k⊥, E)
e
2πi bo
k0
(~q1−~q1 ′)~k⊥e
−2πi bo
k0
(~q2−~q2 ′)~k⊥e+2πi(~r−~r
′)~k⊥ . (C.10)
Da im weiteren Teil des Abschnitts 4.3.2 und in den folgenden nur von der Intensität in der ersten
Zwischenbildebene gesprochen wird, entfällt die (~r − ~r ′) - Abhängigkeit des holographischen TCC.
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C.5 Interpretation von Zentral- und Seitenband
Der Biprismaoperator aus (4.48) lässt sich durch Auösen der Betragsstriche in die Form (4.59) über-
führen. Die darin verwendeten einseitigen Funktionen HDo± sind wie folgt deniert:
HDo±(~q) = FT
[
1
2
(
1∓ sign
(
x± Do
2
))]
qx
· δ(qy), für ~qx ‖ ~qc und ~qy ⊥ ~qc. (C.11)
Das Biprisma ist dabei bei x = 0 zentriert und hat den Durchmesser D. In dieser Darstellung wird
o.B.d.A. angenommen, dass die Trägerfrequenz nur eine qx-Komponente hat. Daher belässt diese Funk-
tion in Richtung von qy alles invariant. Nach Ausführen der Fouriertransformation in x-Richtung ergibt
sich [Bronstein 2001]:
HDo±(~q) =
1
2
(
δ(qx)∓
1
πiqx
e±2πiqx
Do
2
)
· δ(qy), für ~qx ‖ ~qc und ~qy ⊥ ~qc. (C.12)
Mit dieser Funktion lassen sich unter Verwendung von (4.59) die einzelnen Beiträge zum Interferenz-
muster mit der Ersetzung ~q2 → ~q2 ∓ ~qc/2 und ~q ′2 → ~q ′2 ∓ ~qc/2 nden:
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
e−2πi(±
~qc
2
∓̇ ~qc
2
)~r =
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q2 − ~q ′2
)
· F−bo(~q1, ~q ′1)HDo±
(
~q1 − ~q2 ∓
~qc
2
)
H∗Do±̇
(
~q ′1 − ~q ′2 ∓̇
~qc
2
)
· F+bo(~q2, ~q ′2)e2πi(~q2−~q
′
2)~rd2q1d
2q′1d
2q2d
2q′2
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q2 ∓
~qc
2
− ~q ′2 ±̇
~qc
2
)
· F−bo(~q1, ~q ′1)HDo±(~q1 − ~q2)H∗Do±̇(~q
′
1 − ~q ′2)F+bo(~q2, ~q ′2)
· e2πi(~q2(~r±
~d
2
)−~q ′2(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1d
2q2d
2q′2. (C.13)
Der Fresnel'sche Propagator lässt sich dabei unter Verwendung der Relation für den Überlagerungs-
abstand ~d (4.53) wie folgt schreiben:
F+bo(~q2 ∓
~qc
2
, ~q ′2 ∓̇
~qc
2
) = F+bo(~q2, ~q
′
2)e
−2πi bo
k0
(∓~q2±̇~q ′2)
~qc
2 = F+bo(~q2, ~q
′
2)e
2πi
~d
2
(±~q2∓̇~q ′2). (C.14)
Die Exponentialfunktion, welche Produkte von ~qc~r enthält, kürzt sich mit der linken Seite weg, da
diese unabhängig von den Integrationsvariablen ist. Die letzte Gleichung in (C.13) entspricht somit
dem Resultat in (4.61).
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C.6 Faktorisierung im Fresnel'schen Nahfeld des Biprismas
Für die direkte Interpretierbarkeit der Fresnel'schen Nahfeldinterferenzen ist eine Faktorisierung von
Dichtematrix, partieller Kohärenz und Fresnel'schen Beugungserscheinungen hilfreich. Im Folgenden
sollen Bedingungen für die Durchführbarkeit dieser Faktorisierung gefunden werden. Nach (4.61) ergibt
sich für die Modulationsfunktionen des Interferenzmusters der folgende Ausdruck:
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q2 ∓
~qc
2
− ~q ′2 ±̇
~qc
2
)
· F−bo(~q1, ~q ′1)HDo±(~q1 − ~q2)H∗Do±̇(~q
′
1 − ~q ′2)F+bo(~q2, ~q ′2)
· e2πi(~q2(~r±
~d
2
)−~q ′2(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1d
2q2d
2q′2. (C.15)
Die Variablensubstitutionen ~q2 → ~q1 − ~q2 und ~q ′2 → ~q ′1 − ~q ′2 führen auf die folgende Form:
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q1 − ~q2 ∓
~qc
2
− ~q ′1 + ~q ′2 ±̇
~qc
2
)
· F−bo(~q1, ~q ′1)HDo±(~q2)H∗Do±̇(~q
′
2)F+bo(~q1 − ~q2, ~q ′1 − ~q ′2)
· e2πi((~q1−~q2)(~r±
~d
2
)−(~q ′1−~q ′2)(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1d
2q2d
2q′2. (C.16)
Eine Faktorisierung wird möglich, wenn Integration über ~q2 und ~q ′2 zum einen unabhängig von ~q1 und
~q ′1 und zum anderen unabhängig vom holographischen TCC erfolgen kann. Eine Betrachtung aller ~q2 -
Abhängigkeiten ist zielführend für die Bestimmung der Bedingungen für diese Faktorisierung. Für die
~q2 -Integration ergibt sich der folgende Term (für die gestrichenen Koordinaten analog):
D±
(
~r ±
~d
2
)
=
∫
e
2πi bo
k0
~q2~k⊥HDo±(~q2)e
2πi bo
k0
~q2~q1e
−πi bo
k0
~q2 2e−2πi~q2(~r±
~d
2
)d2q2. (C.17)
Dabei wurde die Denition des holographischen TCC aus (4.57) verwendet. Die Integration über ~k⊥
wurde hierbei noch nicht ausgeführt. Die Abhängigkeit des holographischen TCC ist somit über ~k⊥
und die der Dichtematrix über ~q1 gegeben. Einsetzen von HD± aus (C.12) ergibt:
D±
(
~r ±
~d
2
)
=
1
2
∓
∫
e
2πi bo
k0
~q2~k⊥ 1
2πiq2x
e±2πiq2x
Do
2 δ(q2y)e
2πi bo
k0
~q2~q1e
−πi bo
k0
~q2 2e−2πi~q2(~r±
~d
2
)d2q2. (C.18)
Die Integration über die y-Komponente ist wieder trivial durchführbar, da sich das Wellenfeld in
paralleler Richtung zum Biprisma nicht ändert. Somit verbleibt nur noch die Integration über die
x-Komponente, die im Folgenden als q bezeichnet wird:
D±
(
~r ±
~d
2
)
=
1
2
∓
∫
1
2πiq
e
−πi bo
k0
q 2
e
2πiq(±Do
2
+ bo
k0
q1x+
bo
k0
k⊥x−(x± d2 ))dq. (C.19)
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Hieran wird ersichtlich, dass unter der Bedingung
|q1x + kx⊥| 
k0
bo
∣∣∣∣d2 − Do2
∣∣∣∣ ≤ k0bo
∣∣∣∣±d2 ∓ Do2
∣∣∣∣ (C.20)
die Integration über ~q2 nun unabhängig von der Dichtematrix und dem holographischen TCC an der
Stelle x = 0 in der Bildebene durchgeführt werden kann. Somit ergibt sich für das diskutierte Integral:
D±
(
~r ±
~d
2
)
≈ 1
2
∓
∫
1
2πiq
e
−πi bo
k0
q 2
e2πiq(±
Do
2
−(x± d
2
))dq. (C.21)
Damit ergibt sich für die Modulationsfunktionen:
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
≈ D±
(
~r ±
~d
2
)
D∗±̇
(
~r ±̇
~d
2
)
·∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q1 ∓
~qc
2
− ~q ′1 ±̇
~qc
2
)
e2πi(~q1(~r±
~d
2
)−~q ′1(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1.
(C.22)
Unter der Verwendung des Zusammenhangs zwischen dem holographischen TCC und dem verallge-
meinerten (4.58) ergibt sich:
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
≈ D±
(
~r ±
~d
2
)
D∗±̇
(
~r ±̇
~d
2
)
·
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCC
(
~q1, ~q
′
1,±
~d
2
∓̇
~d
2
)
e2πi(~q1(~r±
~d
2
)−~q ′1(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1.
(C.23)
Für den Fall der homogenen Dichtematrix ρ0 im Ortsraum ergibt sich nun die endgültige Faktorisierung:
ρ±±̇
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
≈ D±
(
~r ±
~d
2
)
D∗±̇
(
~r ±̇
~d
2
)
·ρ0
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
TCC
(
0, 0,±
~d
2
∓̇
~d
2
)
. (C.24)
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C.7 Die O-Axis-Näherung
Für die Modulationsfunktionen des Interferenzmusters folgt unter Verwendung der O-Axis-Näherung
(4.74):
ρ±±̇oa
(
~r ±
~d
2
, ~r ±̇
~d
2
)
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q2 ∓
~qc
2
− ~q ′2 ±̇
~qc
2
)
· F−bo(~q1, ~q ′1)HDo±(~q1 − ~q2)H∗Do±̇(~q
′
1 − ~q ′2)F+bo(~q2, ~q ′2)
· e2πi(~q2(~r±
~d
2
)−~q ′2(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1d
2q2d
2q′2
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q2 ∓
~qc
2
− ~q ′2 ±̇
~qc
2
)
· F−bo(~q1, ~q ′1)δ(~q1 − ~q2)δ(~q ′1 − ~q ′2)F+bo(~q2, ~q ′2)
· e2πi(~q2(~r±
~d
2
)−~q ′2(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1d
2q2d
2q′2
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCCholo
(
~q1, ~q
′
1, ~q1 ∓
~qc
2
− ~q ′1 ±̇
~qc
2
)
· F−bo(~q1, ~q ′1)F+bo(~q1, ~q ′1)e2πi(~q1(~r±
~d
2
)−~q ′1(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1
=
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCC
(
~q1, ~q
′
1,±
~d
2
∓̇
~d
2
)
e2πi(~q1(~r±
~d
2
)−~q ′1(~r±̇
~d
2
))d2q1d
2q′1.
(C.25)
Für die gemessene Intensitätsverteilung des Interferenzmusters ergibt sich schlussendlich in der O-
Axis-Näherung:
ρholo(~r) =
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCC(~q1, ~q
′
1, 0)e
2πi(~q1(~r+
~d
2
)−~q ′1(~r+
~d
2
))d2q1 d
2q′1
+
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCC(~q1, ~q
′
1, 0)e
2πi(~q1(~r−
~d
2
)−~q ′1(~r−
~d
2
))d2q1 d
2q′1
+ e−2πi~qc~r
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCC(~q1, ~q
′
1,
~d)e2πi(~q1(~r+
~d
2
)−~q ′1(~r−
~d
2
))d2q1 d
2q′1
+ e2πi~qc~r
∫
ρ0(~q1, ~q
′
1)TCC(~q1, ~q
′
1,−~d)e2πi(~q1(~r−
~d
2
)−~q ′1(~r+
~d
2
))d2q1 d
2q′1.
(C.26)
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Anhang D
Interferenzen unelastisch gestreuter
Elektronen
D.1 Einuss der Filteraberrationen auf die Kohärenzspektren
Anhand des Modells unter Verwendung des Fluktuations-Dissipations-Theorems (FDT) sollen die Ein-
üsse der Aberrationen des Energielters auf die Kohärenzspektren demonstriert werden. In Abb. D.1
sind die Auswirkungen von Energielterung (EF, blau gepunktet) und zusätzlicher Dekohärenz (DK,
rot gestrichelt) an der Schlitzblende gegenübergestellt. Die primäre Energieverteilung des Elektronen-
ensembles wird hier als gauÿförmig mit einer Halbwertsbreite von σE = 1.5 eV angenommen. Für
drei verschiedene Abstände (x) zur Oberäche sind die entsprechenden Kohärenzspektren dargestellt.
Gegenüber den rein objektbedingten Spektren (schwarz) zeigt die reine Energielterung (blau gepunk-
tete Kurven) nur bei sehr kleinen Abständen zum Objekt merkliche Abweichungen. Das Plateau bei
kleinen Energieverlusten kommt durch die Faltung des Zero-Loss mit der Schlitzblendenfunktion SB
zustande. Wesentlich deutlicher fällt der Unterschied für den Fall von Dekohärenz durch den Rand
der Schlitzblende aus (rot gestrichelt). Es kommt generell zu einer Herabsetzung des Kohärenzgrades,
selbst wenn kein Energieverlust vorliegt. In der Nähe des Zero-Loss kommt es zu dem experimentell
bereits beobachteten Abfall des Kohärenzgrades. Weiterhin zeigen sich lokale Maxima im Bereich des
Oberächenplasmons, welche sich denitiv nicht aus dem Verlauf der objektbedingten Kohärenzspek-
tren ergeben. Die Aberrationen des Energielters führen zu einer Vermischung sowohl von zeitlicher
und räumlicher Kohärenz als auch von Intensität und Kohärenz.
Weiterhin soll der Einuss von Nicht-Isochromasie an einem drastischen Beispiel vor Augen geführt
werden. In Abb. D.2 sind für drei verschiedene Energieverluste die Kohärenzgrade in Abhängigkeit
von der Position zur Kante dargestellt. Die schwarze Kurve zeigt das Prol nach Energielterung mit
Es = 2 eV und der entsprechenden Dekohärenz an der Schlitzblende, und die rot gestrichelte zeigt
dies zusätzlich mit Nicht-Isochromasie (Gl. 5.28, FOV = 80 nm, ∆Eni = 2 eV). Es ist zu beobachten,
dass die Nicht-Isochromasie einen erheblichen Einuss auf die Kohärenz im Gesichtsfeld haben kann,
welcher v.a. dann zutage tritt, wenn der Zero-Loss oder Ausläufer davon in die Nähe der Schlitz-
blende kommen. Dieser Einuss klingt mit wachsendem Energieverlust ab, da somit auch der Einuss
des Zero-Loss kleiner wird. Anhand dieser Kurven wird ersichtlich, dass dieser Eekt bis zu einem
Abstand von maximal x = 10 nm relativ klein ist.
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a)
b)
c)
x = 1 nm
x = 6 nm
x = 11 nm
Abbildung D.1: Einuss von Energielterung und Dekohärenz an der Schlitzblende auf die theoreti-
schen Kohärenzspektren (d = 20 nm) für drei verschiedene Abstände vom Objekt: (a) x = 1 nm,
(b) x = 6 nm, (c) x = 11 nm. Schwarze Kurven: Modell ohne Zero-Loss (Si, FDT), Energielterung
und Dekohärenz an der Blende. Blaue, gepunktete Kurven: mit Zero-Loss und Energielterung. Rot
gestrichelte Kurven: zusätzlich mit Dekohärenz an der Schlitzblende.
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∆E = 3.0 eV
Objekt
Vakuum
∆E = 4.0 eV
Objekt
Vakuum
∆E = 5.0 eV
Objekt
Vakuum
a)
b)
c)
Abbildung D.2: Einuss von Nicht-Isochromasie in Verbindung mit Dekohärenz an der Schlitzblende
auf die theoretischen Kohärenzspektren (gleiche Parameter wie in Abb. D.1) für die Energieverluste:
(a) ∆E = 3.0 eV, (b) ∆E = 4.0 eV, (c) ∆E = 5.0 eV. Schwarze Kurven: isochromatisch; rot gestrichelte
Kurven: nicht-isochromatisch (siehe Text).
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